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Geschiehte. 


Pannekoek, A.: Some remarks on the moon’s diameter and the eclipse tables in 
Babylonian astronomy. Eudemus 1, 9—22 (1941). 

Es wird gezeigt, daß die Spalte 2’ der babylonischen Mondrechnungstafeln nicht, 
wie Neugebauer (vgl. dies. Zbl. 18, 49) meinte, den Abstand des Mondrandes, sondern 
den Abstand des Mondmittelpunktes von der Elliptik darstellt, gemessen in Drittel- 
ellen (1 Elle = 23° oder 2°). Als äußerste Grenze für die Möglichkeit einer Finsternis 
wurde die Breite 1; 44, 24 Drittelellen angenommen; ein Wert, der nur ein wenig zu 
groß ist und die Gewähr bietet, daß keine Finsternis unerwartet eintritt. Es wird 
wahrscheinlich gemacht, daß der ‚‚Saroscanon‘ (BM 34579) kein Auszug aus einer 
ausführlicheren Mondrechnungstafel ist, sondern eine frühere Stufe der Erkenntnis 
darstellt, auf der man nur wußte, daß Mondfinsternisse immer in Serien mit 6 Monaten 
Zeitspanne auftreten und daß jeweils nach 18 Jahren dieselben Serien sich wieder- 
holen. Es wird angegeben, wie die Kenntnis dieser Regelmäßigkeiten sich im 1. Jahr- 


tausend v. Chr. allmählich entwickelt haben mag. van der Waerden (Leipzig). 
Waerden, B. L. van der: Zur babylonischen Planetenreehnung. Eudemus 1, 23—48 
(1941). 


Weil das Studium der Geschichte der Wissenschaften im alten Orient zwei verschiedene 
Interessen und Begabungen erfordert, neben Kenntnis der exakten Wissenschaft selbst auch 
Vertrautheit mit Kultur und Sprache jener alten Völker, ist die Anzahl der Forscher auf 
diesem Gebiete beschränkt. Wo die astronomischen Kenntnisse bei assyriologischen Forschern 
oft nicht ausreichten, konnten phantastische Anschauungen über eine hohe Entwicklung der 
Astronomie in Babylonien in den frühesten Jahrtausenden entstehen, wie sie in der Schule 
Hugo Wincklers auftraten. Daher war es zu begrüßen, als Männer der exakten Wissenschaft 
sich dem Studium der Keilschrifttexte zuwandten. Epping und Kugler haben zuerst den. 
hohen Stand der chaldäischen Astronomie in den letzten Jahrhunderten v. Chr. nachgewiesen 
und die Rechenmethoden, Zahlen und Daten in den Tafeln und Ephemeriden des Mondes 
und der Planeten aufgedeckt und erklärt. Ihnen gesellten sich nachher die Arbeiten Neu- 
gebauers zu; und an Kuglers Planetenstadien schließt sich auch van der Waerden in seiner 
wertvollen Abhandlung an. Die Gefahr, der naturwissenschaftlich geschulte Forscher in die- 
sem Studium ausgesetzt sind, besteht darin, daß sie jene alten Astrologen zu sehr als Forscher 
gleicher Natur wie sie selbst betrachten, sich deren völlig verschiedene Geistesverfassung nicht 
vergegenwärtigen und Denkweisen und Zielsetzungen der modernen Wissenschaft in sie hinein- 
legen. 

In der Behandlung und Deutung der Planetentafeln (von Jupiter, Saturn und 
Mars) und der Lehrtexte geht Verf. in manchen Punkten über Kugler hinaus. 
Zwei mögen hier hervorgehoben werden. Der eine betrifft die Datumberechnung in 
den Jupitertafeln, die Kugler unerklärt gelassen und für die Ref. eine formelle Rech- 
nungsmethode aufgestellt hatte. Verf. weist nun nach, daß die Chaldäer in diesen 
Tafeln den synodischen Monat als Zeiteinheit benutzt haben und dafür künstliche 
Tage von !/,, Monat einführten. Der Grund dieses Verfahrens liegt wohl darin, daß 
in Vergangenheit und Zukunft über die Anzahl der Monate nie Zweifel bestehen konnte, 
daß dagegen die Anzahl der wirklichen Tage jedes Monats nicht sicher war, da dafür 
keine feste Schaltungsregel bestand. — Der zweite Punkt betrifft — wo Kugler 
sich auf die große Pionierarbeit der Feststellung der Struktur der Tafeln und der 
Bedeutung der Zahlenreihen beschränken mußte — die Frage nach dem Ursprung 
der von den chaldäischen Priestern benutzten Zahlenwerte. Natürlich kann diese Frage 
nur erst in wenigen Fällen befriedigend gelöst werden. Verf. konnte für mehrere 
Planetentafeln das Anfangsdatum feststellen, von dem aus die Rechnung begonnen 
wurde. Auch gibt er eine Erklärung der großen Planetenperioden (227 Jahre bei 
Jupiter, 265 Jahre bei Saturn) aus den durch die kürzeren Perioden übriggelassenen 
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Fehlern in der exakten Rückkehr zu derselben Stelle. Dieser Fehler, der bei der 
Tljährigen Periode Jupiters (65 synodische Perioden = 6 Umläufe) noch — 5° 33° 
beträgt, verringert sich bei Versechsfachung dieser Periode und Hinzufügung einer s. P., 
also bei 391 s. P. = 36 Umläufen, auf einige Bogenminuten. Ref. möchte auf noch 
eine andere Erklärungsmöglichkeit hinweisen; da die Chaldäer laut ihrer Texte und 
Ephemeriden auch eine 83jährige Jupiterperiode benutzten (76 s. P.=7 Umläufe 
weniger 0° 57’), die bedeutend genauer ist als die T1jährige, käme diese als Ausgangs- 
punkt einer genaueren Darstellung noch eher in Betracht. Wird sie verfünffacht und 
wird zur Kompensation des Fehlbetrags von 4° 48’ eine 12jährige Periode (1 Umlauf 
-+4° 36’) hinzugefügt, so kommt auch die große Periode heraus. — Aus einer Anzahl 
von ihm nach modernen Daten berechneten Angaben babylonischer Planetenörter 
findet Verf., daß diese Beobachter solche Örter mit einem m. F. von 30 bis 35’ messen 
konnten. Der Nullpunkt der Längen wurde einige Male um ungefähr 1° zurückverlegt, 
nicht auf Grund der ihnen unbekannten Präzession, sondern vermutlich durch die 
Wahl eines anderen Normalsterns als Ausgangspunkt. Es zeigte sich dabei auch, daß 
die großen Planetentafeln an Genauigkeit bedeutend hinter den durch Übertragung 
alter Beobachtungen mittels der bekannten Perioden auf spätere Jahre abgeleiteten 
Ephemeriden zurückstehen. Verf. schließt daraus: ‚Die Planeten-Rechentafeln dienten 
also nicht dem praktisch-astrologischen Zweck der Anfertigung von Planetenkalendern, 
sondern sie entspringen, wie mir scheint, dem rein theoretischen Drang nach Erforschung 
der Gesetze der Planetenbewegung.‘“ Ref. will es fraglich erscheinen, ob man hier 
diese moderne Bezeichnung anwenden darf. Wenn einmal die Berechnung von Pla- 
netenörtern ein anerkanntes praktisches Ziel war, ist es natürlich, daß versucht wurde, 
von der methodisch primitiven Entnahme aus älteren Jahren zu einer Zusammen- 
stellung der ganzen Reihe einanderfolgender Erscheinungen in Tabellenform überzu- 
gehen. Ant. Pannekoek (Amsterdam). 

Luckey, P.: Zur Entstehung der Kugeldreiecksreehnung. Deutsche Math. 5, 
405—446 (1941). 

Nach einem einleitenden Hinweis darauf, daß die bedeutendsten der Arabisch 
schreibenden Gelehrten Iranier oder Syrer, jedenfalls nicht National-Araber waren, 
wird als kennzeichnender Unterschied zwischen antiker und moderner Trigonometrie 
hervorgehoben, daß dort nur mit Kreisbogen, hier auch mit Winkeln gerechnet wird; 
der Übergang von der Sehnenrechnung zur Sinusrechnung habe geringere Bedeutung. 
Menelaos hat wohl den Begriff des sphärischen Dreiecks, die auf ihm fußende Tri- 
gonometrie des Ptolemaios arbeitet aber stets mit dem Vierseit, weil sie trigono- 
metrische Funktionen nur von Bogen, nicht von Winkeln kennt; solche treten zuerst 
auf beim Ersatztheorem der islamischen Mathematiker, dem sphärischen Sinussatz. 
Anspruch auf dessen Entdeckung (kurz vor 1000) machen Abu’l Wafä’, Abü Nasr 
und al-Hugandi; den entscheidenden Schritt hat wahrscheinlich Abu’l Wafä’ als 
erster getan. Den zweiten Teil des Aufsatzes bildet die kommentierte Übersetzung 
eines Sendschreibens von Abü Nasranal-Birüni, Mser. Bankipore 2519,2. In diesem 
werden direkte, nicht auf dem Menelaos-Satz fußende Beweise des sphärischen Sinus- 
satzes gegeben und durch Benutzung komplementärer Dreiecke für das rechtwinklige 
Dreieck weitere Formeln abgeleitet, darunter die gewöhnlich dem Gäbir b. Aflah 
zugeschriebene. Mit diesen Formeln löst Abü Nasr die meisten trigonometrischen 
Probleme des Almagest. Thaer (Detmold). 

Schmauch, Hans: Nicolaus Coppernieus und der deutsche Ritterorden. Jomsburg 5, 
69—80 (1941). 

Als Beweisstücke für die polnische Volkstumszugehörigkeit Kopperniks sind von 
Birkemajer vor allem zwei Schriftstücke des Stockholmer Reichsarchivs ins Feld 
geführt worden, die als Autographen Kopperniks angesprochen wurden. Das erste ist 
eine Eingabe des ermländischen Domkapitels an den polnischen König Siegmund 
vom 22. VII. 1516, das zweite eine von L. Prowe (1853) aufgefundene Klageschrift 
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des gleichen Domkapitels gegen den Hochmeister des Deutschen Ritterordens Albrecht 
von Hohenzollern aus dem Jahr 1521. Verf. weist eindeutig nach, daß Birkemajer 
und Prowe dem gleichen Irrtum zum Opfer gefallen sind: beide Schriftstücke sind 
von dem Frauenburger Domherren Tiedemann Giese geschrieben. Dies beweist: 
1. der Vergleich der Stücke mit gleichzeitigen Handschriften Kopperniks, der trotz 
aller Ähnlichkeit im Duktus zahlreiche stark charakteristische Unterschiede aufweist: 
2. der Vergleich mit gleichzeitigen Handschriften Gieses, bei dem die gekennzeichneten 
Abweichungen nicht auftreten; 3. die Tatsache, daß nach Ausweis der Akten entgegen 
der Behauptung Birkemajers im Jahre 1516 Giese und nicht Koppernik Kanzler 
des Domkapitels war; 4. an der Ständeversammlung 1521, die die Klageschrift be- 
handelte, das Kapitel durch Giese vertreten war, wogegen nach Ausweis der Rezesse 
Koppernik gar nicht zugegen war. Die beigefügten sechs Photokopien der Hand- 
schriften Kopperniks und Gieses bestätigen aufs klarste den Standpunkt des Verf. 
Harald Geppert (Berlin). 

© Steck, Max: Über das Wesen des Mathematischen und die mathematische Erkennt- 
nis bei Kepler. (Die Gestalt. Abh. zu einer allg. Morphol. Hrsg. v. Wilhelm Pinder, 
Wilhelm Troll u. Lothar Wolf. H. 5.) Leipzig: Akad. Verlagsges. Becker & Erler Kom.- 
Ges. 1941. 32 S. RM. 3.—. 

In der Einteilung: „I. Kepler und die heutige Situation der Mathematik, II. Vor- 
bereitendes von Kepler zur Ontologie und Erkenntnislehre der Mathematik, III. Kep- 
lers systematische Gedanken zu einer Ontologie der Mathematik und zu einer Theorie 
der mathematischen Erkenntnis“ stellt Verf. eine Fülle von Zitaten aus der von 
M. Caspar besorgten deutschen Ausgabe der ‚„Weltharmonik“ J. Keplers (München 
1939; dies. Zbl. 22, 99) zusammen. Zweck der Schrift ist es, Mathematiker und Philo- 
sophen darauf hinzuweisen, daß Kepler zu den tiefsten deutschen Denkern gehört. 
Sein Gedankenreichtum vermag gerade in der Gegenwart unerschöpfliche Anregungen 
zu bieten und uns vor einer einseitigen Überschätzung der formalen Seite der Mathe- 
matik zu bewahren. — Verf. erwähnt beiläufig, daß auch ein anderer großer deutscher 
Denker, Nikolaus von Cues, aus dem gleichen Grunde die Beachtung der Mathe- 
matiker verdient. Aus eigener Überzeugung kann Ref. hier aufrichtig zustimmen. In 
theologischer Einkleidung erörtert der Cusaner in meisterhafter Logik Probleme, 
die z. B. für die Mengenlehre, aber auch für die Grundlagen der Wahrscheinlichkeits- 
lehre wichtig sind. Es wäre zu wünschen, daß bei der im Erscheinen begriffenen vor- 
trefflichen Ausgabe der Werke des Kardinals auch ein Mathematiker zugezogen würde, 
der imstande ist, den mathematischen Kern mancher Erörterungen aus der zeit- 
bedingten Hülle zu schälen. v. Schelling (Berlin). 

Peters, Pheodor: Jo. Kepleri Harmonices Mundi Liber I. Ein Beitrag zur Geschichte 
der Mathematik. Schr. math. Inst. u. Inst. angew. Math. Univ Berlin 5, 1—129 (1940) 
u. Berlin: Diss. 1939. 

Verf. gibt eine sehr interessante Analyse des schweren und in den landläufigen 
geschichtlichen Darstellungen meist nur oberflächlich und mißverständlich behandelten 
Buchs I der Harmonice mundi. Er stützt sich auf den Text der Opera V, 1864, 
und konnte M: Caspars Übersetzung, München 1939 (dies. Zbl. 22, 99), gerade noch 
vor der Drucklegung benutzen. Verf. beginnt mit einem kurzen Überblick über die 
Euklidische Lehre von den quadratischen und den darauf zurückführbaren Irrationali- 
täten (Elemente X), die Kepler aus der griechisch-lateinischen Erstausgabe, Basel 1533, 
kannte und verständnisvoll darstellte. Er bildete sich daraus gewisse Ordnungs- 
prinzipien, woraus er die konstruierbaren regelmäßigen Vielecke zu kennzeichnen wußte. 
Nun folgt eine Untersuchung über die Nichtkonstruierbarkeit der höheren Vielecke 
vom Primzahlgrad, worin zunächst die damals bekannten Näherungslösungen als solche 
gekennzeichnet und zurückgewiesen werden (siehe auch das nachfolgende Referat). 
Ebenso wird die Konstruktion mittels Mechanismen und die Rückführung auf Glei- 
chungen höheren Grades abgelehnt, teils in der bestimmten Erwartung, daß die auf 
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diese Weise entstehenden Irrationalitäten nicht zum Bereich der quadratisch erfaß- 
baren gehören, teils aus metaphysischen Gründen. Daran schließt sich eine sorgsame 
Untersuchung der Vorrede Keplers zum I. Buch. — Verf. behandelt den spröden Stoff 
mit gediegener Sachkenntnis. Leider liest sich seine teils unausgeglichene, teils nicht 
hinreichend wohlgegliederte Darstellung ausgesprochen schwer. Vor allem fehlt das 
Wichtigste und für die Benutzbarkeit einer solchen Arbeit Entscheidende, nämlich ein 
gutes Register der Namen und Sachen. Hofmann (Berlin). 

Peters, Theodor: Über Näherungskonstruktioneu und Mechanismen im ersten Buch 
der Harmonik Keplers und seine Forderung nach Beschränkung der Konstruktionsmittel 
allein auf Zirkel und Lineal. Deutsche Math. 6, 118—132 (1941). 

Die vorliegende Untersuchung ist ein Teil der Dissertation des Verf. (s. vorsteh. 
Referat). Sie. behandelt die Nichtkonstruierbarkeit der regelmäßigen Vielecke von 
höherem Primzahlgrad, von der Kepler fest überzeugt ist. Zunächst werden drei aus 
Chr. Clavius, Geometria practica, 1604, entnommene Siebeneckskonstruktionen 
zurückgewiesen, die Varianten der bekannten Heronischen Näherung sind, dann eine 
Neunecksnäherung des Jordano Bruno und eine (damals mündlich umlaufende) EIf- 
ecksnäherung, schließlich die aus Pappos überlieferte mechanische Winkeldreiteilung 
des Archimedes durch Einschiebung, die sich nur mittels einer schon bekannten 
Hyperbel ausführen lasse. Daran schließt Verf. eine aufschlußreiche Stelle aus dem 
Brief Keplers an Fabricius vom 1. X. 1602, worin sich die Grundhaltung der Har- 
monice mundi, insbesondere auch die Ablehnung der kossischen Rechenmittel und 
die metaphysische Unmöglichkeit der höheren Vieleckskonstruktionen, deutlich ab- 
zeichnet. Hofmann (Berlin). 

@ Fueter, Eduard: Geschichte der exakten Wissenschaften in der schweizerischen 
Aufklärung (1680—1780). (Veröff. d. Schweiz. Ges. f. Geschichte d. Med. u. d. Natur- 


wiss. Bd. 12.) Aarau u. Leipzig: H.R. Sauerländer & Co. 1941. XVI, 336 S. RM. 7.20. 

Den Kern dieser tiefgreifenden Schrift bildet die Verbindung zwischen Geistes- und 
Naturwissenschaftsgeschichte; demgemäß nehmen die (nicht nur gegensätzlichen) Beziehungen 
zwischen Kirchentum und freier Forschung einen großen Raum ein. Die Tatsache, daß infolge 
der eigenartigen religiösen Verhältnisse diese Gegenseitigkeit in der Schweiz besonders deut- 
lich in Erscheinung tritt, sowie die ungewöhnliche wissenschaftliche Fruchtbarkeit der er- 
wachten schweizerischen Naturforschung rechtfertigen die räumliche und zeitliche Begrenzung 
der Schrift. Obgleich die ersten großen Entdeckungen der modernen exakten Wissenschaften 
ohne jede Beteiligung schweizerischer Forscher gemacht wurden, haben doch vor allem die 
Mathematiker (die Bernoullis, Lambert, Euler) zur Problemstellung Wesentliches zu 
sagen, und auf ihr Denken und Schaffen fällt vieles neue Licht. — Das Buch zerfällt in zwei 
Teile; der erste, Geschichte und Forschung überschrieben, bespricht auf 160 Seiten die all- 
gemeine geistige Lage der Naturwissenschaft; der zweite kürzere Teil enthält im Grunde das 
Belegmaterial für den ersten und gibt daher eine Analyse der bedeutendsten Einzelleistungen 
in den Fachdisziplinen; hier findet der Mathematiker auf 26 Seiten z. B. eife sachgemäße 
Besprechung der Hauptentdeckungen der Bernoullis, Eulers und Lamberts. Das Schwer- 
gewicht liegt jedoch auf dem mit umfassender Kenntnis und Einsicht geschriebenen ersten 
Teil. — Verf. bespricht zunächst die religiösen und philosophischen Grundlagen des Zeit- 
alters, das Eindringen des Cartesianismus trotz der durch die Obrigkeit unterstützten Vor- 
herrschaft der Kirche und den gegen dieselben Widerstände geführten Kampf um das koper- 
nikanische System, bei dem gerade die größten Forscher eine vermittelnde Stellung einnahmen. 
Der Sieg des Descartes und Kopernikus hatte eine tiefgreifende Wandlung der Theologie 
zur Voraussetzung, nämlich die natürliche Theologie, die Lehre vom Lumen naturale, in 
deren Verfechtung sich die Schweizer Naturforscher oft mehr als Priester denn als Forscher 
fühlen. Ein großer Abschnitt befaßt sich mit den Beziehungen zwischen Naturforschung und 
Philosophie, dem Aufkommen des rationalen und empirischen Denkens, dem Verzicht auf die 
antike Autorität und die Metaphysik, und insbesondere den philosophischen Gedanken Eulers 
und Lamberts. Wie fast alle Schweizer Naturforscher, waren auch diese beiden Mathematiker 
philosophische Autodidakten, die eigene Wege gehen. Eulers Leistungen beziehen sich auf 
Erkenntnistheorie und Logik, sein Ziel war die Zurückführung der Naturerscheinungen auf 
möglichst wenige Prinzipien; Lambert trieb auf eigene Weise Metaphysik und Logik; mit 
Kant unterhielt er einen bedeutsamen Briefwechsel und übte auf ihn, ebenso wie Euler 
einen bestimmenden Einfluß aus. Ein weiteres neuartiges Kapitel ist der wissenschaftlichen 
Persönlichkeit, den mit dem Fortschritt verbundenen persönlichen Opfern, dem Gedanken 
der wissenschaftlichen Askese gewidmet. Den staatlichen und ökonomischen Voraussetzungen 
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für die Entfaltung der Naturwissenschaft, der Förderung derselben durch wissenschaftliche 
Gesellschaften und Dilettanten (im besten Sinne!) und vielen anderen, oft zu wenig beachteten 
Fäden des Geisteslebens geht Verf. in weiteren aufschlußreichen Kapiteln nach. — Im ganzen 
bildet Verf. eine in vielen Ansätzen völlig neuartige Geistesgeschichte, aus der heraus Leben 
und Werke der großen Schweizer Mathematiker und Naturforscher eine tiefgreifende Deutung 
erfahren. Harald Geppert (Berlin). 

Arvesen, Ole Peder: Sur un m&moire de F. €. H. Arentz, publi6 & Trondhjem en 1788. 
Norske Vid. Selsk., Forh. 13, 54-57 (1941). 

Die Bezeichnungsweise der Indizes führte Leibniz bei Lösung dreier linearer 
Gleichungen zur Aufstellung des Determinantenschemas (in einem Briefe an den 
Marquis de l’Hospital vom 28. IV. 1693). Die weitere Entwicklung förderten: 
Cramer, Vandermonde, Laplace, Lagrange. Es blieb bis jetzt unberücksichtigt 
eine diesbezügliche Arbeit von 33 Seiten in norwegischer Sprache: Norske Vid. 
Selsk., 1788. Der Verf. dieses Aufsatzes: Friedrich Christian Holberg Arentz 
(1736—1825) war seit 1774 Mitglied der Akademie von Oslo, seit 1775 auch der von 
Kopenhagen. Er ist der erste in Norwegen geborene Mathematiker, der zweite ist 
Caspar Wessel (1745—1818), der Darsteller der komplexen Zahlen, der dritte ist 
Abel. Arentz war „proviseur de l’ecole cath&drale de Bergen‘, ein vielseitiger Ge- 
lehrter: Physiker, Philosoph, Philologe, Theologe. Er schreibt seine Gleichungen: 
GA - bB — cc = M mit Indizes unter den Koeffizienten. Die Form seiner Lösungs- 


weise @-d, +2 -1, —1-2, erweitert er in einer Tafel bis zu 6 Unbekannten und 
schreibt alle 720 Glieder auf. Am Schlusse steht die Lösung des Gleichungsystems: 
{A+gB—hC=n, PA+gQB—h’D=n?, PA+gPC—h?D=n?, AB+gC0—MD=nt. 
Jözsef Jelitai (Budapest). 

Kat6, Heizaemon: Investigations of Seki-Köwa’s Kaihö-Hompen. Töhoku Math. 
J. 48, 1—24 (1941) [Japanisch]. 

Fujiwara, Matsusaburö: Miscellaneous notes on the history ofChinese mathematies. 4. 
Töhoku Math. J. 48, 78—88 (1941) [Japanisch]. 

Minoda, Takashi: On „Katuyö Sampö, book 3“, of T. Seki. 2. Töhoku Math. J. 
48, 167—173 (1941) [Japanisch]. 

Minoda, Takashi: On „Keimen Endan“ of M. Araki. Töhoku Math. J. 48, 174—184 
(1941) [Japanisch]. 

Blaschke, Wilhelm: Mathematik und Leben. Spisanie fiz.-mat. druzestvo 26, 
296—307 (1941) [Bulgarisch]. 

Übersetzung der in dies. Zbl. 24, 97 besprochenen Arbeit. H. Geppert. 

Hadamard, J.: Les math@matiques dans l’eneyelopedie frangaise. Mathematica, 
Cluj 16, 1—5 (1940). 

Ioneseu, D. V.: L’aetivit& seientifique du professeur A. Angeleseu. Mathematica, 
Timisoara 17, 111—128 (1941). 

Zusammenfassender Bericht mit vollständigem Schriftenverzeichnis über die 
Arbeiten Angelescus zur Theorie orthogonaler und spezieller Polynomklassen, der 
algebraischen Gleichungen und Fourierschen Reihen. Harald Geppert (Berlin). 

Johansson, Ingebright: Professor Heegaard 70 Jahre. Norsk mat. Tidsskr. 23, 
81—86 (1941) [Norwegisch]. 

Lebenslauf und Schriftenverzeichnis. Harald Geppert (Berlin). 


Philosophie. Logik. 


@ Beth, E. W.: Einleitung in die Philosophie der Mathematik. Nijmegen-Utrecht: 
N. V. Standaard-Boekhandel Antwerpen-Brüssel, N. V. Decker & van de Vegt 1940. 
270 S. [Holländisch]. K F 

Diese Einleitung in die Philosophie der Mathematik ist ın 11 Hauptstücke ge- 
gliedert: I. Die Krisis der reinen Anschauung. Die Entdeckung der nichteuklidischen 
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Geometrien; II. Geometrie und Erfahrung; III. Die axiomatische Behandlung der 
Geometrie; ‘IV. Der Zahlbegriff; V. Die Logistik; VI. Der Logizismus; VII. Der In- 
tuitionismus; VIII. Die Hilbertsche Beweistheorie; IX. Syntax und Semantik; X. Die 
Paradoxien; XI. Die mathematische Symbolik und die psychologische Analysis des 
mathematischen Denkens. Die Schönheit der Mathematik. — Dieses Buch ist in einer 
philosophischen Bibliothek erschienen, also zunächst für philosophische Leser verfaßt. 
Es ist jedoch im wesentlichen auf Diskussionen von präzisierbaren Fragen beschränkt 
und effektiv ein dem Horizont des vorgeschriebenen Leserkreises so gut als möglich 
angepaßter Bericht über den gegenwärtigen Stand der mathematischen Grundlagen- 
forschung. Der Verf. ist vielseitig unterrichtet. Daß der ununterrichtete Leser aus den 
wenigen Andeutungen zur Semantik den genauen Sinn der Semantik wird abstrahieren 
können, halte ich für sehr unwahrscheinlich. Dagegen scheint es mir, daß der Bericht 
über die logischen und die semantischen Antinomien besonders gut gelungen ist. 
Heinrich Scholz (Münster i. W.). 

Moisil, Gr. €.: Notes sur les logiques non-chrysippiennes. Ann. Sci. Univ. Jassy, 
I: Math. 27, 86—98 (1941). 

1. Sur la representation des algebres Lukasiewicziennes trivalentes. 
Ein distributiver Verband ® mit den Operationen \ (Vereinigung), A (Durchschnitt), 
2 <yzıaAy=rı=xz\Vy=y für jedes x, yE®, dem Null-Element f, dem All- 
Element v sei eine dreiwertige Lukasiewicz-Algebra (Z,-Algebra) dann und nur 
dann, wenn es ein N und ein M gibt, so daß für jedes 2, yE 


(1) NevVy)=NainNy, (2) Neäny)=NaVNy, (8) NNe=a, (4) N=f 


(BEN? vo (6) M@eVy)=MxVMy, (7) Mexny)=MxA\My, 
(8) MMx«= Mer, (9) «<Me, (10, Mv»=v, (ll) Mi=% 
(12) Wenn Mz=f, so z=/, (13) NMNMx=Maz, 

(14) NMNxV(M&xAMNx)VNMx=v, (15) za ANz = Ma&N.Ne. 


Mit Hilfe von Sätzen von G. Birkhoff und M.H. Stone wird gezeigt, daß jede 
L;-Algebra dargestellt werden kann durch ein System von Mengenpaaren (X, Y) mit 
X < Y und den zusätzlichen Bedingungen: (X,,X,) A (Y,, Y) = (Xı A Yı, X A Yo), 
(X1,&,)V (Y1: Yo) = (X, V Yı,&,V Y,). — 2. Sur la structure algebrique des 
logiques polyvalentesde M. Lukasiewicz. Ein distributiver Verband ® mit den 
Operationen V, A, a <y=z2eAy=z2=x2Vy=y für jedes x, yEQ, dem Null- 
Element /, dem All-Element v sei eine n-wertige Lukasiewiez-Algebra (Z„-Al- 
gebra) dann und nur dann, wenn: a) Es gibt ein N, so daß für jedes ©, yE® 

1) NeAy=NaVNy (2) N@Vy=NaaNy, (8) NNe=z, 

(4) Ni=o, b)7 Nu=}; 

b) Es gibt ein o, so daß für jedes « (l<i<n) 

1) nw@ay=oenay, (2) s@Vy)=ozVvoay () aüfl=f, 


(4) v=r, 6) GaANGge=f, (6) ce VNox= vo; 
c) Es gilt für jedes zE®: 
1) On0EX = 0;%, (2) „Nz=No,z mit i+7j=0(modn); 


d) Es gilt für jedes ve B: 017 < %X<:-< 0-12; e) Es gilt für jedes 2, yE®: 
Wenn 0;% = 0,4 für jedes ?, so © = y. — Es wird gezeigt, daß jede endliche L„-Algebra 
ein Produkt der Verbände L, mit p=n ist. Heinrich Scholz (Münster i. W.). 


Algebra und Zahlentheorie. 
Kombinatorik: 


Sergeseu, P.: Sur les ecombinaisons generalisses. Bull. Sect. Sei 
485491 (1941), 8 ull. Sect. Sci. Acad. Roum. 23, 


Es wird eine aus M Elementen bestehende Gesamtheit von n Gattungen betrachtet, 
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in der a, Elemente der Gattung A,,a, Elemente der Gattung A,,...,a, Elemente 
der Gattung A, angehören und a, + a4" +,=M ist. Es soll die Anzahl 
CP(a],@,,...,Q,) der verschiedenen Gruppen aus p Elementen (sogenannte verall- 
gemeinerte Kombinationen), die aus den M Elementen gebildet werden können, be- 
stimmt werden. Die Frage wurde schon von F. Galvez Laguarta [Universidad 17, 
469—474 (1940)] fürn = 2 und n—=3 beantwortet und wird vom Verf. mittels voll- 
ständiger Induktion durch Angabe des expliziten Ausdruckes von C?(a},4s,...,q,) 
im allgemeinen Falle gelöst. Michele Cipolla (Palermo). 


Lineare Algebra. Polynome: 


Buringtoen, Richard Stevens: On eircavariant matriees and eirca-equivalent net- 
works. Trans. Amer. Math. Soc. 48, 377—390 (1940). 

Bei One" ’„ die aus der Matrix C durch Weglassen der Spalten s,,...,s; und 
der Reihen r,,..., r; gebildete Matrix. Gibt es eine Teilmenge ®,,, der Menge aller 
nichtsingulären n-reihigen Matrizen, so daß für alle n-reihigen Matrizen A und jedes P 


aus P,, mit 


2 s zZ 
Ber An a, 

gilt, so nennt Verf. A,’ eine zirkavariante Matrix zu A. Es werden die Mengen 

P,,, bestimmt, die zu den verschiedenen Indexkombinationen s|,...„gundr],... 7 

gehören. Es werden „Zirkavarianten‘‘ @ der Menge ® aller B in bezug auf die Index- 

reihen 7,,...,r, und sı,...,s; erklärt: Funktionen @(A}) der Elemente von Aa 


mit der Eigenschaft G(B}) = «(P7)ß(P3)G(4}). Sodann werden Normalformen für 
n-reihige Matrizen angegeben, auf die sie durch Transformation mit m-fach affınen P 
gebracht werden können. Die ganze Theorie wurde im Hinblick auf Anwendungen 
auf lineare elektrische Schaltungen entwickelt und wird schließlich darauf angewandt 
(siehe auch dies. Zbl. 12, 194; 13, 339 und 18, 98). Lochs (Kennelbach). 

Lipka, Stephan: Über die Lage der Wurzeln von algebraischen Gleiehungen. Mh. 
Math. Phys. 50, 125—127 (1941). 

Bezeichnen R bzw. r die positive Nullstelle des Polynoms 

g(z) = a" — |a,|a""T— --- — |a„| bzw. g(2) + la,|, 

und X bzw. k den Kreis |2|< R bzw. |z|<r, so liegt jede Nullstelle des Polynoms 
f(z) = z" + a]2"”2+ --- + a, bekanntlich im Kreise K. Verf. beweist, daß man den 
von K und k begrenzten Kreisring auf eine nur von Arga, abhängige Weise in 2n kon- 
gruente Sektoren teilen und n nichtbenachbarte Kreisringsektoren aus K entfernen 
kann, so daß jede Nullstelle von /(z) auch im aus X verbliebenen, zahnradförmigen. 
Bereich enthalten ist. — [Es sei hier bemerkt, daß die zweite Zeile der Gleichung (4) 
zwei Druckfehler enthält.) @y. v. 82. Nagy (Kolozsvär). 

Lipka, Stephan: Über die Abzählung der reellen Wurzeln von algebraischen Glei- 
ehungen. Math. Z. 47, 343—551 (1941). 

Sind die Koeffizienten des Polynoms f(z2) =a9 +42 + -:: + a2” reell und 


liegen die imaginären Nullstellen von f(x) alle im Winkelraum zz — 2 zargr<en+ — i 


so stimmt die Anzahl der positiven Nullstellen von f(x) mit der Anzahl der Zeichen- 
wechsel in der Koeffizientenfolge von f(x) überein. Liegen die Nullstellen von f(x) 


alle im doppelten Winkelraum zz — - <Zage<nr+ —, _ — <arge< —, so ist 
die Anzahl der im Winkelraum — = <argte< = liegenden Nullstellen von f(x) der 


Anzahl der Zeichenwechsel in der Koeffizientenfolge von f(x) gleich. Hat das Poly- 
nom f(x) nur eine positive Nullstelle und liegen seine übrigen Nullstellen im Winkel- 
raum = age =-,, so hat die Koeffizientenfolge von f(x) nur einen Zeichen- 
wechsel. Hat f(x) nur das einzige komplexe Nullstellenpaar a ib, bedeuten 
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& 13 %gy +, %% die positiven Nullstellen von f(a@)undit -a>2(, +%+ + x)» 
so stimmt die Anzahl der Zeichenwechsel in der Koeffizientenfolge von /(x) mit der 
Anzahl der positiven Nullstellen überein. @y. v. Sz. Nagy (Kolozsvär). 
Lipka, Stephan: Über einige Sätze von Zeichenwechsel. Mat. termeszett. Ertes 60, 
70-80 u. dtsch. Zusammenfassung 81—82 (1941) [Ungarisch]. 
Diese ungarische Arbeit stimmt inhaltlich mit der vorstehend besprochenen Arbeit 
des Verf. überein. @y. v. Sz. Nagy (Kolozsvär). 


Gruppentheorie: 


Gardasehnikoff, M.: Über einen Typus endlieher Gruppen ohne das Assoziativ- 
gesetz. Commun. Inst. Sci. Math. et Mecan., Univ. Kharkoff et Soc. Math. Kharkoff, 
IV.s. 17, 29—32 u. dtsch. Zusammenfassung 33 (1940) [Russisch]. 

Die verallgemeinerten Gruppen von Suschkewitsch [Trans. Amer. Math. Soc. 31, 
204—214 (1929)] sind nichtleere Systeme &, in denen I. eine *-Multiplikation ein- 
deutig definiert ist; II. die Gleichung (ca)b = cx genau eine Lösung hat und =aOb 
nur von a, b abhängt; III. die *-Multiplikation beiderseits eindeutig umkehrbar ist. 
Verf. ersetzt III. durch die Forderung, daß & endlich ist. So entstehen wieder 2 mul- 
tiplikative Bereiche: &* und &O. Es wird gezeigt, daß in & % die Rechtsdivision stets 
eindeutig ausführbar ist (Satz 1). Daraus folgt, daß &O eine Rechtsgruppe ist. Satz 2: 
III. gilt genau dann, wenn ®&O eine Gruppe ist, und das ist gleichbedeutend mit der 
Existenz einer Rechtseinheit von &®%.—I.a. enthält &O mehrere idempotente Ele- 
mente e],€, .. ., €, und es besteht die direkte Aufspaltung GO = 9, +9 +9 
in die O-Gruppen 9, = ®O e;, die durch Isomorphismen o; aus einer festen endlichen 
Gruppe HO hervorgehen, so daß die Rechenregel: o,(h) O 0,(h’) = 0,(h Oh’) besteht, 
und umgekehrt. — Für jedes Element x aus &* gibt es eine rechte Einheit e(x), die 
als Lösung der Gleichung &* e(z) = x eindeutig gekennzeichnet ist. Die rechten 
Einheiten von ®* stimmen mit den idempotenten Elementen von &O überein. Es 
gilt die direkte Aufspaltung = 6*e,+6*%&+---+G&*e, in gleich große Sum- 
manden ®*% e;, die genau dann %-Gruppen sind, wenn sie mit ®&O e; übereinstimmen. 
Ist c ein beliebiges Element, etwa c aus &* e;, zx(c) beliebig aus®&O e,, @ die Lösung 

a 
voncx=a,7n die Permutation Es (6) N) so gilt die Rechenregela *b=r"!(n(a) Ob); 
umgekehrt entsteht durch Permutation der Elemente der Hauptspalte in der Cayley- 
Tafel einer endlichen Rechtsgruppe stets ein System ®*. Zassenhaus (Hamburg). 

Susehkewitsch, A.: Groupes generalises des matrices singulieres. Commun. Inst. 
Sei. Math. et Mecan., Univ. Kharkoff et Soc. Math. Kharkoff, IV. s. 16, 3—10 u. franz. 
Zusammenfassung 10—11 (1940) [Russisch]. 

Die Menge aller m-reihigen Matrizen vom Range r mit Koeffizienten aus einem 
festen Körper spaltet sich direkt auf in: 


= 1X = >’ un „ ’ R 


Hierbei sind die P mr-Matrizen (= rechteckige Matrizen mit m Zeilen und r Spalten) 
vom Range r, die Q sind rm-Matrizen vom Range r, >) bedeutet Summation über 


R P 
die JB nach dem Kongruenzbegriff: P= P', wenn P—= P'R, wobei R eine r-teihige 
nichtsinguläre Matrix ist, I)” bedeutet Summation über die Q nach dem Kongruenz- 


: Q 
begriff 9=0, wenn Q= RQ'. U, bzw. Bp bzw. Cp,g = UgN Br besteht aus allen 
Matrizen der Form YQ bzw. PX bzw. PRQ, jeweils aus 8, und mit eindeutig be- 
stimmten Faktoren Y bzw. X bzw. R. Jede Matrix aus ®7 hat dieselben (idempotenten) 
Matrizen aus 8, als Linkseinheiten; entsprechend bei Ug dieselben als Rechtseinheiten. 
Je nachdem die +-reihige Matrix QP’ nichtsingulär oder singulär ist, ist das Produkt 
von &p,g mit Cp,g gleich Cp,g, oder es besteht aus lauter Matrizen mit Rang <7. 
Wenn QP nichtsingulär ist, so ist Cp,g isomorph zur linearen Gruppe der Dimension z. 
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Summieren wir bei festem P über alle Q bzw. bei festem Q über alle P, für die Q@P 
nichtsingnlär ist, so ist 8% — 2)’ Cp,9 eine Rechtsgruppe, entsprechend U =D Co 
P 


eine Linksgruppe, und I’B,—=>”W, besteht genau aus denjenigen Matrizen 
P 


Q 
aus 8,, deren Quadrat ebenfalls in $, liegt. — Schließlich zeigt Verf., daß $,_, in 
8, 8, liegt, sobald #r < m ist. Zassenhaus (Hamburg). 
Susehkewitsch, A.: Untersuehungen über unendliche Substitutionen. Commun. 
Inst. Sci. Math. et Mecan., Univ. Kharkoff et Soc. Math. Kharkoff, IV. s. 18, 27—-35 
u. dtsch. Zusammenfassung 36—37 (1940) [Russisch]. 


Verf. teilt die Substitutionen Ka der natürlichen Zahlen <=1,2,...in 4 Kate- 


gorien ein, nämlich: 1. die Permutationen; 2. die mangelhaften Substitutionen, 
in denen die n, zwar lauter verschiedene, aber nicht alle natürliche Zahlen durchlaufen; 
3. die überschießenden Substitutionen, in denen die n; alle natürlichen Zahlen 
und wenigstens eine sogar mehrmals durchlaufen; 4. alle übrigen Substitutionen heißen 
gemischt. Naheliegende Bemerkungen über Komposition und Aufbau von verall- 
gemeinerten Gruppen in der Halbgruppe aller Substitutionen. Zassenhaus. 

Suschkjewitsch, A. K.: Untersuehungen über unendliche Substitutionen. Gedenk- 
werk D. A. Grave, Moskau 245—253 (1940) [Russisch]. 

Wie in früheren Arbeiten (s. dies. Zbl. 10, 253 und vorsteh. Referat) betrachtet 
Verf. in der Halbgruppe 9 aller Substitutionen der natürlichen Zahlen mit der Mul- 
tiplikationsregel (2) = = | s die Untergruppe ® aller Permutationen sowie die 
Unterhalbgruppe U der überschießenden Substitutionen, deren untere Zeile alle Ziffern 
und eine wenigstens zweimal enthält, und die Unterhalbgruppe ® der mangelhaften 
Substitutionen, deren untere Zeile nicht alle Ziffern, aber jede Ziffer höchstens einmal 
enthält. In V gilt die linke Kürzungsregel: Aus ax = ay folst = y, in B die 
rechte. Satz 1: Für A aus X gilt ABDIP, ebenso YBD2% für Baus 9. Für P 
aus B ist PXA=-AP=W, PB=-BP=B. — Satz 2: Aus vorgegebener Untergruppe U 
von ® und gewissen Zerlegungen E= AB, (AEW, B,ES) der identischen Sub- 
stitution EZ entsteht die in 59 gelegene Rechtsgruppe (= Halbgruppe, in der za = b 
genau eine Lösung hat) % an UA und umgekehrt. Dabei durchläuft B,A genau 


die idempotenten Elemente von %, und die zu U isomorphe Untergruppe B;UA besteht 
genau aus den Elementen aus %, die B,A als Linkseinheit besitzen. — Alle über- 
schießenden Substitutionen, in deren unterer Zeile jede Ziffer unendlich oft vorkommt, 
bilden die Halbgruppe W* der absolut überschießenden Substitutionen. Alle mangel- 
haften Substitutionen, in deren unterer Zeile unendlich viele Ziffern fehlen, bilden 
die Halbgruppe ®* der absolut mangelhaften Substitutionen. Satz 1 bleibt richtig, 
wenn X durch Y*, 8 durch B* ersetzt wird. Satz 3: Durchlaufen A, aus Y* sowie B, 
aus ®* je endlich oder abzählbar unendlich viele Lösungen der Gleichung E= XB, 
bzw. E = A,Y, so ist bei gegebener Untergruppe U von ® der Komplex K =2 B,UA, 


eine „(verallgemeinerte) Gruppe vom Kerntypus“ [siehe die Arbeiten des Verf.: Über 
die endlichen Gruppen ohne das Gesetz der eindeutigen Umkehrbarkeit; Math. Ann. 99, 
3050 (1928) und Commun. Inst. Sci. Math. et Mecan., Univ. Kharkoff et Soc. Math. 
Kharkoff, IV.s. 12, 89—96 (1935); dies. Zbl.13, 55]. Hier sind U,, = B,UA, ele- 
mentfremde und zu U isomorphe Untergruppen von $, aus denen sich die Rechts- 
gruppen Y. => U,, sowie die Linksgruppen ®, = U,., und 8 — Ur => B, 


aufbauen. 2 Zassenhaus (Hamburg). 


Tsehernikow, $8.: Zur Theorie der unendlichen speziellen Gruppen. Rec. math. 
Moscou, N. s. 7, 539547 u. dtsch. Zusammenfassung 547—548 (194 [Russisch]. 
Als Fortsetzung der in dies. Zbl. 22, 208 u. 23, 15 besprochenen eiten wird in 
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der vorliegenden Arbeit die Struktur der unendlichen speziellen Gruppen, die definiert 
sind als unendliche Gruppen, deren unendliche aufsteigende Zentralreihe bis zur ganzen 
Gruppe geht und die der Minimalbedingung für absteigende Untergruppenketten ge- 
nügen, untersucht. Es müssen nur noch die unendlichen speziellen p-Gruppen bestimmt 
werden. Diese sind nach Satz 2 gekennzeichnet als endliche p-Erweiterung eines direkten 
Produktes endlich vieler abelscher Gruppen vom Typus p”. Dabei wird als (endliche) 
p-Erweiterung einer Gruppe N jede Hölder-Schreiersche Erweiterung mit einer (end- 
lichen) p-Gruppe als Faktorgruppe bezeichnet und die abelsche Gruppe vom Typus p” 
ist die zur additiven Gruppe der rationalen Zahlen mit p-Potenznenner mod 1 ı1s0- 
morphe Gruppe. Satz 3: Jede p-Erweiterung einer abelschen Gruppe vom Typus p” 
enthält letztere im Zentrum, gilt allgemein nur für ungerade Primzahlen, wobei der 
Beweis sich vereinfachen läßt. Für p = 2 bilden die Gruppen mit den Erzeugenden A, B, 
und den definierenden Relationen: B?= B;_,, B=1, ABA’'=B;!, 4?=B, 
(v = 0: unendliche 2-Diedergruppe, » = 1: unendliche verallgemeinerte Quaternionen- 
gruppe; i=1,2,...) Gegenbeispiele. Demgemäß gilt auch der Satz 4: Eine unend- 
liche spezielle Gruppe besitzt genau dann ein unendliches Zentrum, wenn sie eine 
abelsche Gruppe vom Typus p” als Normalteiler enthält, nur für ungerades p. Satz 5: 
Eine lokal endliche Gruppe ®, welche eine kleinste Untergruppe A von endlichem 
Index enthält, z. B. eine spezielle Gruppe, enthält genau dann V im Zentrum, wenn 
eine aufsteigende Folge von Untergruppen, die jeweils mit endlichem Index in der 
nächsten enthalten sind, existiert, deren Vereinigungsgruppe & ist. Folgerung: Eine 
spezielle Gruppe & tritt in ihrer aufsteigenden Zentralreihe 
l=ypCäh° Cadet ldar2 Ca„a=6 

mit einer Ordnungsnummer x auf, die keine Limeszahl ist. Ferner gilt für spezielle 
Gruppen Satz 6: Wenn 3.+2/3«+1 unendlich ist, so gilt dasselbe für 32 +1/3«> 
und die Gruppe Y ist nach Satz 1 direktes Produkt endlich vieler, etwa n abelscher 
Gruppen vom Typus p”, wobei p einige Primzahlen durchläuft. Satz 7: Die Anzahl 
der Limeszahlen unter den Ordnungszahlen der bis & aufsteigenden Zentralreihe ist 
nicht größer als $(n — m), wobei m die Anzahl der unendlichen Faktoren in jener 
Reihe ist. Satz 9: Der Durchschnitt des Zentrums einer unendlichen speziellen 
Gruppe &© mit jedem von 1 verschiedenen Normalteiler von & ist selbst von 1 ver- 
schieden. Zassenhaus (Hamburg). 

Baer, Reinhold: Sylow theorems for infinite groups. Duke math. J. 6, 598614 
(1940). 

Lassen sich die von Sylow, Frobenius sowie Hall [Proc. London Math. Soc., 
I. s. 43, 316—323 (1937) ; dies. Zbl. 17, 154] bewiesenen Sätze über endliche p-Gruppen, 
Sylowgruppen sowie Sylowsysteme der endlichen Gruppen verallgemeinern auf noch 
umfangreichere Gruppenklassen ? Diese zuerst von A. P. Dietzmann [C. R. Acad. 
Sci. URSS, N.s. 15, 71—76 (1937); dies. Zbl.16, 294] sowie A. P. Dietzmann, 
A. Kurosch, A. I. Uzkow [Rec. math. Moscou 3, 179—184 (1938); dies. Zbl. 18, 392] 
behandelte Frage wird systematisch diskutiert. Als p-Sylowgruppe einer beliebigen 
Gruppe (= p-component) wird jede p-Untergruppe, die in keiner größeren p-Unter- 
gruppe enthalten ist, bezeichnet. Von Interesse ist das Beispiel einer unendlichen 
Gruppe, deren p-Sylowgruppen nicht alle untereinander konjugiert sind, sondern in 
2% Klassen von je abzählbar vielen zerfallen, nämlich das direkte Produkt endlicher 
Gruppen ©; ((=1,2,3,...), in denen die Anzahl der p-Sylowgruppen mit ö monoton 
wächst. Allerdings gehört diese Gruppe zu den normallokal-endlichen Gruppen 
(= locally finite groups), d.s. Gruppen, in denen endlich viele Elemente sich stets 
in einen endlichen Normalteiler einbetten lassen. Für alle diese Gruppen gilt der 
Satz (4.4), ‚daß eine p-Sylowgruppe aus einer anderen stets durch Anwendung eines 
Automorphismus, der jeden Normalteiler in sich abbildet (= normal automorphism), 
hervorgeht. Ob es Gruppen mit nicht isomorphen oder wenigstens nicht unter Auto- 


299 


morphismen konjugierten p-Sylowgruppen gibt, bleibt offen. — (2.1) Wenn die Ord- 
nungen der Elemente einer Gruppe Potenzen einer festen Primzahl p sind (= p-Grup- 
pen), so ist jeder Index einer Untergruppe eine p-Potenz oder unendlich. (2.3) In 
einer p-Gruppe führt die Bildung des Normalisators einer echten Untergruppe mit nur 
endlich vielen Konjugierten stets auf größere Untergruppen von endlichem Index, 
und (2.4) die ursprüngliche Untergruppe liegt in einem echten Normalteiler. (3. 1) Wenn 
eine p-Sylowgruppe nur endlich viele Konjugierte besitzt, so sind alle p-Sylowgruppen 
untereinander konjugiert, und ihre Anzahl ist =1modp. Als Beispiel einer Gruppe 
mit unendlich vielen p-Sylowgruppen, die alle konjugiert sind, diene das freie Produkt 
einer Gruppe der Ordnung p mit der unendlichen zyklischen Gruppe. (3.3) Der Index 
einer p-Sylowgruppe ist entweder unendlich oder zu p teilerfremd. Bekanntlich folgt 
aus einem Satz von Cauchy, daß (3.4) in einer endlichen Gruppe die Ordnung jeder 
p-Sylowgruppe gleich der höchsten in der Gruppenordnung aufgehenden p-Potenz ist. 
(3.6) bzw. (3.7). Für die Zerlegbarkeit einer Gruppe in das direkte Produkt ihrer Sylow- 
gruppen sind die 3 Bedingungen notwendig und hinreichend: 1. jedes Element hat 
endliche Ordnung; 2. der Normalisator jeder Sylowgruppe hat endlichen Index, jede 
echte Untergruppe von endlichem Index ist 3a. echte Untergruppe ihres Normalisators 
bzw. 3b. in einem echten Normalteiler der ganzen Gruppe enthalten. (4.1.1) Der 
Durchschnitt einer p-Sylowgruppe mit einem endlichen Normalteiler R ist eine p-Sylow- 
gruppe von %. (4.1) In normal lokal endlichen Gruppen ist die eben genannte Eigen- 
schaft einer Untergruppe kennzeichnend für die p-Sylowgruppen. Durch transfinite 
Induktion wird der schon erwähnte Satz (4.4) in sehr scharfsinniger Weise bewiesen. 
(4.5) In abzällbaren, normal lokal endlichen Gruppen zerfallen die p-Sylowgruppen, 
falls ihre Anzahl unendlich groß ist, in 2%° Klassen von je abzählbar vielen konjugierten 
p-Sylowgruppen. — Als Sylowbasis einer Gruppe & wird eine Menge von Sylow- 
gruppen 8, (p—=2,3,5,...) bezeichnet, die zusammen © erzeugen, so daß das Er- 
zeugnis von Sy, , Sp,; - - -» Sp, Jeweils nur Elemente mit Ordnungen pf!p$?.... pg* ent- 
hält. (6.1) Wenn eine Klasse konjugierter Sylowbasen endlich ist, so gibt es keine 
andere Klasse konjugierter Sylowbasen. (7.1) Durchschnittsbildung der Glieder einer 
Sylowbasis mit einem endlichen Normalteiler N liefert stets eine Sylowbasis von ®. 
In normal lokal endlichen Gruppen ist (7.2) die Eigenschaft (7.1) von Untergruppen- 
systemen kennzeichnend für die Sylowbasen und (7.3) die Existenz einer Sylowbasis 
gleichbedeutend mit der Auflösbarkeit jedes endlichen Normalteilers, ferner gelten 
zu (4.4), (4.5) analoge Sätze für Sylowbasen. Zassenhaus (Hamburg). 
Kulikoff, L.: Zur Theorie der Abelschen Gruppen von beliebiger Mächtigkeit. Rec. 
math. Moscou, N. s. 9, 165—180 u. dtsch. Zusammenfassung 180—181 (1941) [Russisch]. 
Es werden Sätze über die direkte Zerlegbarkeit abelscher (additiv geschriebener) 
Gruppen X beliebiger Mächtigkeit bewiesen, bei deren Herleitung der von Prüfer 
[Untersuchungen über die Zerlegbarkeit der abzählbaren Abelschen Gruppen. Math. 
Z.17, 35—61 (1923)] eingeführte Begriff der Servanzuntergruppe eine wichtige 
Rolle spielt. Eine Untergruppe U von X heißt Servanzuntergruppe, wenn für jedes 
Element u E U aus der Lösbarkeit einer Gleichung nz = u in U stets ihre Lösbarkeit 
in U folgt. Z.B. sind direkte Summanden stets Servanzuntergruppen. — Lemma 1: 
In einer p-Gruppe läßt sich jedes Element der Ordnung p von endlicher Höhe m ein- 
betten in eine zyklische Servanzuntergruppe der Ordnung p”+!. Satz 1: Eine Servanz- 
untergruppe, deren Faktorgruppe sich direkt in zyklische Summanden zerlegen läßt, 
ist direkter Summand (in einer geeigneten direkten Zerlegung). — Lemma 2: Wenn & 
Servanzuntergruppe von W, B/€ Servanzuntergruppe von A/E ist, so ist ® Servanz- 
untergruppe von X. Satz 2: Eine p-Gruppe enthält genau dann kein von O verschie- 
denes Element unendlicher Höhe, wenn je endlich viele von ihren Elementen sich 
stets in eine endliche Servanzuntergruppe einbetten lassen. Satz 3: Eine abzählbare 
Gruppe gestattet genau dann eine direkte Zerlegung in lauter zyklische Summanden, 
wenn sich je endlich viele von ihren Elementen stets in eine Servanzuntergruppe mit 
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endlich vielen Erzeugenden einbetten lassen. Aus Satz 2 und 3 folgt der Satz von 
Prüfer, daß die direkte Zerlegbarkeit abzählbarer p-Gruppen in lauter zyklische 
Summanden gleichbedeutend mit der Nichtexistenz von 0 verschiedener Elemente 
unendlicher Höhe ist. Ferner ergibt sich als Kriterium für die direkte Zerlegbarkeit 
torsionsfreier und abzählbarer Gruppen in lauter unendliche zyklische Summanden 
die von Pontrjagin (Topological groups, Oxford 1939) zuerst angegebene Bedingung, 
daß jede aufsteigende Kette von Untergruppen gleichen Ranges abbrechen muß. 
Satz 4: Die direkte Zerlegbarkeit einer p-Gruppe beliebiger Mächtigkeit in lauter 
zyklische Summanden ist gleichbedeutend mit der Existenz einer aufsteigenden Kette 
BB, EB,CB,< --- von Servanzuntergruppen, die jeweils endlichen Exponenten 
haben, so daß lim B, = X ist. Satz 5: Jede Servanzuntergruppe von endlichem Ex- 
n=Xx 


ponenten ist direkter Summand. Folgerung: Wenn die Untergruppe aller Elemente 
endlicher Ordnung endlichen Exponenten hat, so ist sie direkter Summand [s. Baer, 
Ann. of Math., II. s. 37, 766-781 (1936); dies. Zbl. 15, 202; S. Fomin, Rec. math. 
Moscou 44, 1007—1009 (1937); dies. Zbl. 18, 11]. Ferner folgt Satz 6: Eine p-Gruppe, 
die sich nicht in die direkte Summe von zyklischen und quasizyklischen Untergruppen 
zerlegen läßt, gestattet überhaupt keine Remaksche Zerlegung. (Von R. Baer [ Quart. 
J. Math., Oxford Ser. 6, 217—221 (1935); dies. Zbl. 12, 152] nur für den abzählbaren 
Fall bewiesen.) Satz 7: Jede gemischte Gruppe, d. i. eine Gruppe, die weder torsions- 
frei noch eine Torsionsgruppe ist, hat eine nichttriviale direkte Zerlegung. — In $5 
werden p-Gruppen mit beliebig vorgegebener unendlicher Mächtigkeit von der Form 
N,;ı konstruiert, in denen jedes von O verschiedene Element endliche Höhe hat, 
so daß jede direkte Zerlegung der Gruppe wenigstens einen Summanden von gleich 
großer Mächtigkeit aufweist. Zassenhaus (Hamburg). 


Kurosch, A. 6.: Der Jordan-Höldersche Satz in beliebigen Strukturen. Gedenk- 
werk D. A. Grave, Moskau 110—116 (1940) [Russisch]. 

Diese schon 1935 entstandene Arbeit unterscheidet sich von den Arbeiten von 
Öre [Trans. Amer. Math. Soc. 41, 266—275 (1937); dies. Zbl. 16, 203] und von Uskow 
[Rec. math. Moscou, N. s. 4, 31—43 (1938); dies. Zbl. 20, 206] dadurch, daß der Begriff 
des normalen Elementes einer Struktur & von vornherein eine feste Definition er- 
fährt, nämlich a heißt normal in &, wenn as b<dW’ <atb,a<c<e"<a+tb, 
bne=b'ndc folgt: b=b’,c=c'. Hiernach sind die Normalteiler einer Gruppe & 
stets normale Elemente der Struktur 2'(&) aller Untergruppen von ®, die Umkehrung 
gilt dagegen nicht, wie am Beispiel der symmetrischen Permutationsgruppe von 
3 Ziffern gezeigt werden kann. Aus Hilfssatz 1: Wenn a normal in & und @ normal 
in &/a, so ist @ in & normal, Hilfssatz 2: Mit a, 5 ist auch @-+ 5 normal in 92 
Hilfssatz 3, 4: Wenn a normal in &, b beliebig, so ist am b normal in der Struktur I, 
aller Elemente #< b, und die Struktur b/an b wird durch die Zuordnung > a+z 
(anb=x=b) isomorph auf die Struktur a + b/a abgebildet, ergibt sich der be- 
kannte Induktionsbeweis des Satzes von Jordan-Hölder-Schreier für Strukturen. 

Zassenhaus (Hamburg). 

Grün, O.: Zusammenhang zwischen Potenzbildung und Kommutatorbildung. J. 
reine angew. Math. 182, 158—177 (1940). 

Als Vorarbeit zur Lösung des Problems von Burnside [On an unsettled question 
in the theory of discontinuous groups. Quart. J. Math. 33, 230—238 (1902)], näm- 
lich I, ob jede Gruppe mit endlich vielen Erzeugenden und positivem Exponenten 
endlich ist, und II, ob wenigstens die Ordnung jeder endlichen Gruppe kleiner ist als 
eine Schranke, die nur abhängt von der Minimalanzahl d der Erzeugenden und dem 
Exponenten m, stellt sich Verf. die Aufgabe, systematisch nach Formeln zu suchen, 
die einen Zusammenhang zwischen Potenzbildung und Kommutatorbildung herstellen. 
Als Anwendung wird Problem II aufs neue im bejahenden Sinne entschieden für die 
Fälle m = 2°, d beliebig; m = 3°, d beliebig; d = 2, m = 5. — Die Grundlage für die 
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Herleitung der neuen Identitäten ist der Satz, daß das n-te Glied der absteigenden 
Zextralreihe = 6,2 &26;...(&.= (6, ®.-ı)) einer Gruppe & genau aus 
denjenigen Elementen @ aus © besteht, für die im Gruppenring N von & die Kon- 
gruenz @ = 1 nach der n-ten Potenz des Ideals R,, das aus allen X — I mit X aus & 
erzeugt wird, erfüllt ist. Eine Darstellung des Beweises dieses Satzes wäre wünschens- 
wert, da die zitierten Arbeiten von Magnus [Math. Ann. 111, 259-280 (1935); dies. 
Zbl.11, 152; J. reine angew. Math. 177, 105—115 (1937); dies. Zbl. 16, 294] und 
E. Witt [J. reine angew. Math. 177, 152—160 (1937); dies. Zbl. 16, 244] zwar die 
Beweismittel liefern, dagegen weder der Satz selbst noch sein Beweis in diesen Arbeiten 
enthalten ist. Ohne Kenntnis dieses Beweises bleibt leider der Beweis von Hilfssatz 1: 
Bei der Abbildung von R auf R/p'R, ist das Bild von & isomorph zu ®, sobald & 
nilpotent ist, unverständlich. Bei diesem Hilfssatz und später wird stets voraus- 
gesetzt, daß der Exponent von © Teiler der i-ten Potenz der Primzahl p ist. — 
$1 Satzla: (n, 8, T"""=1(G,,5), wobein = 2p* vyp—v+1)—-1lundO<=x<si—1, 
1=y=x74-list. Dabei wird (1,8, )=(8, T)=ST8 "17-1, (u,8, T)=(8,(u—1,8,T)) 
gesetzt. Eine Folgerung ist die Identität (p — 1,8, TP"'=] (&,+1) und Satz 2: 
II 8}, 83,.. 8-1, 7) = 1(6,;1), wobei das Produkt über alle Permutationen P 
der 8; gebildet wird. — In $ 2 werden „unsymmetrische‘“ Identitäten hergeleitet, 


2 B2i9,, De 8s5 7 1ZorP = 1(6s,4+1), wobei T, in &, liegt und &p die Anzahl 


aufeinanderfolgender Paare :,,:,,; mit ,<(i,,, in der Permutation P = (; A) 


tagen 
der S; ist. — In $ 3, 4 ergibt sich außer den. Anwendungen auf das Problem von Burn- 
side noch die Folgerung, daß die abelsche Faktorgruppe ©y41/(Öprı N &")Gy42 
höchstens den Exponenten p'=! hat (Druckfehler auf 8. 177, Z.9!). Zassenhaus. 

Kulakov, A. A.: Über die reguläre Darstellung abstrakter Gruppen. Gedenkwerk 
D.A. Grave, Moskau 104—109 (1940) [Russisch]. 

Hinweis auf Eigenschaften der regulären Darstellung, die sich aus der Über- 
schneidung verschiedener Systeme der Imprimitivität ergeben. Zassenhaus. 

Turkin, V. K.: Über die Charaktere monomialer Gruppen. Gedenkwerk D. A. Grave, 
Moskau 259—264 (1940) [Russisch]. 


9 sei eine Untergruppe von endlichem Index / in der Gruppe & und die Abbil- 
dungd > H sei ein Homomorphismus von 9 auf eine abelsche Gruppe &, bei der genau 


Ü 
der Normalteiler % von 9 auf 1 abgebildet wird. ® =2)6;H bzw. 9 =D 5; seien 
i 


die Zerlegungen in Rechtsrestklassen von & nach 9 bzw. 9 nach I. Dann gelten für 
jedes Element A aus ® Gleichungen AG, = G@,(%8,,N, mit eindeutig bestimmten 
Zahlen r(k), 4, und Elementen N, aus N. Die Abbildung A > rn für jedes A ver- 
mittelt die Darstellung von & in Permutationen der Rechtsrestklassen nach 9. Die 


Darstellung A > M(A) = (d:208,,) vom Grade f ist die monomiale Darstellung 
von & über HR. Verf. betrachtet hier den im Gruppenring von 9 gebildeten Cha- 


f Be * . ” 
rakter x(A) =D ÖiawS„, der Darstellung, welcher ebenso wie die früher von ihm 


1 
betrachtete Determinante der Darstellung unabhängig ist von der a e Rechtsver- 
treter G,;, S,, ferner derRelationy(A)=x(XA X!) genügt. — Satzl: rn =>, 


wobei h4 die Anzahl der zu A unter © konjugierten Elemente und n, die Anzahl der 
Lösungen der Relation S}!G7!AG;EN ist. Als leichte Folgerungen ergeben sich: 
Satz 2: Wenn (A4,f)=1, A#+1 und %(4) #0, so besitzt © einen eigentlichen 
Normalteiler; Satz 3: Wenn y(4) # 0, d.h. A in einer der Gruppen 6,96; ! Jiegt, 


so ist das für wenigstens = der G; der Fall; Satz 4: Wenn 9 ein von 1 verschiedenes 


Element A mit Primzahlpotenzordnung enthält, so daß (A) MN = 1 und für weniger 
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als an der @; die Relation AEG,9@7" erfüllt ist, dann enthält & einen eigentlichen 


Normalteiler. Zassenhaus (Hamburg). 
Dietzmann, A. P.: Über einige Kriterien der Niehteinfachheit der Gruppen. Rec. 

math. Moscou, N. s. 7, 533—537 u. dtsch. Zusammenfassung 538 (1940) [Russisch]. 
Ohne Anwendung der Theorie der Charaktere wird bewiesen: I. Wenn der Kom- 


f 
plex M genau A zu ihm konjugierte besitzt und & =256 die Zerlegung in Links- 
= 
restklassen nach der Untergruppe 9 mit dem in $ invarianten Komplex Rt ist, so liegt 
!M in genau kf/h Teilmengen des Systems (NG, NGZ',..., GyNG;'. Dabei 
ist k die Anzahl der zu M konjugierten und in I enthaltenen Komplexe. II. Im Spezial- 
fall von : MEN=H, (h,f)=1, folgt, daß & einen Normalteiler von endlichem 
und durch f teilbarem Index besitzt, der M enthält. & sei eine endliche Gruppe mit 
einer Untergruppe 9 vom Index f, die ein Element A mit der Ordnung p* («x > 0) 
besitzt, so daß der Index N/:N4N 9 nicht durch die Primzahl p teilbar ist, ferner 
keine Potenz von A zu einem von ihr verschiedenen Element aus 9 unter © kon- 
jugiert ist und A nicht in der Kommutatorgruppe von $ liegt. Dann ist / nicht durch p 
teilbar und & besitzt einen Normalteiler mit p-Potenzindex >1. Aus I und einem 
Satz von Tschounikhin [Math. Ann. 112, 92—94 (1935), Satz II; dies. Zbl. 12, 343] 
folgen einige Sätze, die Turkin [Rec. math. Moscou, N. s. 3, 407—412 (1938), Satz II 
und III; dies. Zbl. 19, 199] durch Anwendung der Charaktere monomialer Darstellungen 
bewiesen hatte. Zassenhaus (Hamburg). 

Witt, Ernst: Spiegelungsgruppen und Aufzählung halbeinfacher Liescher Ringe. 
Abh. math. Semin. Hansische Univ. 14, 289—322 (1941). 

Coxeter [Ann. of Math., 1I.s. 55, 588—621 (1934); J. London Math. Soc. 10, 
21—25 (1935); dies. Zbl. 10, 11, 342] hat zuerst sämtliche aus Spiegelungen erzeugte 
Bewegungsgruppen des R,„‘, deren Fundamentalbereich innere Punkte enthält, durch 
Systeme von Erzeugenden mit den definierenden Relationen angegeben. Die Lösung 
dieser Aufgabe wird hier in sehr vereinfachter, eleganter Form gebracht. — Nach 
Cartan (Sur la structure des groupes de transformations finis et continus. These, 
Paris 1894) und H. Weyl [Theorie der Darstellung kontinuierlicher halbeinfacher 
Gruppen durch lineare Transformationen I. II. III., Math. Z. 23, 271—309; 24, 328 
bis 376, 377—395 (1925)] ist durch die Konfiguration der geometrisch dargestellten 
Wurzeln eines halbeinfachen Lie-Ringes der Charakteristik O eindeutig eine endliche 
Spiegelungsgruppe bestimmt. Ferner wurden von ihnen die vorkommenden Spiege- 
lungsgruppen durch notwendige und hinreichende Bedingungen gekennzeichnet und 
die umkehrbare Eindeutigkeit der Zuordnung erkannt. Durch Weiterführung der von 
Weylund v.d. Waerden [Math. Z. 37, 446—462 (1933); dies. Zbl. 7, 292] ausgebil- 
deten Methoden werden alle die eben genannten Sätze in der vorliegenden Arbeit mit 
verkürzten Beweisen versehen. Bemerkenswert ist dabei die neue Konstruktion der 
Cartanschen Ausnahmetypen Z,, #, durch Verschränkung eines einfachen Lie-Ringes 
mit einem irreduziblen Darstellungsmodul. Zassenhaus (Hamburg). 


Verbände. Ringe. Körper: 


Zorn, Max: Alternative rings and related questions. 1. Existenee of the radieal. 
Ann. of Math., II.s. 42, 676—686 (1941). 

Un anneau (distributif) est dit alternatifsil’associateur (a, b, c)=ab-c—a-.bc 
est une fonction alternee des arguments a, b, c. On a alors differentes identites, notam- 
ment: (ab, a,c) + (ba, a, c) — (b, a?, c) = 0, d’oü resulte immediatement le O-lemme: 
siab=ba=0,1l’associateur (a?, b,c) est nul quel que soit c. On a ögalement, 
en supposant l’existence d’un el&ment-unite, le theor&me: si ab=ba=1, l’asso- 
ciateur (a,b,c) est nul quel que soit c, &nonc& deja &tabli par l’Auteur dans: 
Theorie der alternativen Ringe [Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. 8, 123—147 (1930)]; 
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la demonstration actuelle n’exige aucune hypothese sur la caracteristique. Un anneau 
alternatif avec element-unite 1 est dit primitif si 1 est le seul element-idempotent 
(non nul) et si les deux conditions suivantes sont vörifiges: 1) deux &l&ments quel- 
conques a,b engendrent par addition et multiplication un sous-anneau associatif; 
2) un element a ou bien est nilpotent, ou bien admet un multiple a droite, ab, quiest 
idempotent. Si l’on appelle strictement nilpotent (properly nilpotent) un element 
a dont tous les multiples & droite ax sont nilpotents (ce qui entraine que les multiples 
a gauche le sont aussi), on voit que: les öl&mentsstrietement nilpotentsforment 
un ideal bilatere, radical de l’anneau primitif considere. Apres avoir ainsi stabli 
Vexistence du radical, l’Auteur considere, dans un anneau hypercomplexe, une de- 
composition de Peirce et construit le radical de l’anneau & partir de cette decompo- 
sition, par la consideration des elements singuliers. P. Dubreil (Nancy). 


Jacobson, N.: Restrieted Lie algebras of eharaeteristie p. Trans. Amer. Math. Soc. 
50, 15—25 (1941). 

Es sei k ein Körper der Charakteristik p. Verf. versteht unter einer ein- 
geschränkten (‚restrieted“) Lieschen Algebra 2 über keinen Vektorraum über k, 
in dem zwei Operationen [ab] und al? für die Elemente a, b,c,... aus & definiert 
sind mit folgenden Eigenschaften: 1. [ab] = —[ba], [a[de]] + [d[ca]] + [e[ad]] = 0; 
2. [a,d, + dl = lebil-+ [lab]; 3. [da =la,bal=[aco,bl, & in k; 


i 
4. (a+ b)!Pl = all + bl] + s(a, b); dabei ist s(a, b) TE b) und (p — i)s;(a, b) 
i=1 
der Koeffizient von 4?-'-1 in [--- [Aa +b]ia+b] :--]Aa+b] ((p — 1)-fache 
» 


Schachtelung!); 5. (ao) = allaP; 6. [--- [ab]b] --- 5] = [ab]. Aus einer asso- 
ziativen Algebra & entsteht eine eingeschränkte Liesche Algebra @,, wenn [ab]=ab— ba 
und al] — aP gesetzt wird. 27, %,,... sei eine (endliche oder unendliche) Basis von 
&/k, [2%] =D, 2,Ygi5. Es sei W ein Vektorraum über k mit der Basis «hats ... zn 
(k=0 ganz und wenigstens ein ,>0, n=1,2,...). Ein Produkt wird durch 
wiederholtes ‚Durchziehen‘“ definiert, d.h. durch Ersetzen von &;z, (für © >57) durch 
den Ausdruck z,2,; + Dr Yris- E. Witt (s. dies. Zbl. 16, 244) zeigte, daß dieses 
Produkt in X eindeutig definiert und assoziativ ist. Es sei B das Ideal in X mit der 
Basis y; — zP — «!®!. Die Klassen De cr} mit A, <p mit Ausnahme der Klasse 
{2}... 2%} bilden eine Basis der Restklassenalgebra U = X/®8. Hauptsatz: Die Zu- 
ordnung En Dt} %; (x; aus k) ist ein Isomorphismus zwischen & und einer 
Unteralgebra {2} von U,. U heißt Hüllalgebra (enveloping algebra) von {2}. Ist ® 
Hüllalgebra von 2 und & homomorph zu einer Unteralgebra & von %,, so ist U homo- 
morph zu 8. — U hat dann und nur dann eine endliche Basis, wenn % eine solche 
besitzt. Jede eingeschränkte Liesche Algebra & mit endlicher Basis hat eine einein- 
deutige Darstellung durch endliche Matrizen. Die Darstellungstheorie von & kann auf 


diejenige von U zurückgeführt werden. — Anwendungen auf die vom Verf. schon 
früher studierten ‚‚derivation algebras“ (s. dies. Zbl. 17, 292). Beziehungen zu gewöhn- 
lichen Lieschen Algebren. H.L. Schmid (Berlin). 


Jacobson, N.: Classes of restrieted Lie algebras of charaeteristie p. 1. Amer. J. Math. 
63, 481—515 (1941). 

Verf. überträgt die Ergebnisse einer früheren Arbeit (siehe dies. Zbl. 19, 194), 
welche einen zusammenfassenden Bericht über die Untersuchungen von W. Landherr 
(dies. Zbl. 11, 245; 13, 389; 18, 291) und Verf. (dies. Zbl. 16, 200; 17, 293; 18, 103) 
über einfache Lie-Algebren enthält, auf den Fall der Charakteristik p > 0, und zwar 
in vorliegender Arbeit mit einer gewissen Einschränkung für die Lie-Algebren vom 
Typus A, B,0,D. Das gelingt ihm durch Beschränkung auf p-invariante Lie- 
Algebren (=restricted Lie algebras of characteristice p), d. s. Lie-Algebren Z 
über einem Grundkörper k der Charakteristik p>0, in denen sich jedem Ele- 
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ment a ein Element a) zuordnen läßt, so daß (aa) = aPaP, aMOb=ar(b), 


(a + by) = a) +5) + A(a, b). Hierbei ist a >a= | 2 3 die reguläre Darstellung 


ao 
von L, ferner ist im freien assoziativen Ring der Charakteristik p aus den Erzeugen- 
den x, y der Ausdruck A(z, y) gleich (© + 4)? — x? — yP ein Element des aus x, y 
vermöge der Lieschen Multiplikation uOv = uv — vu erzeugten freien Lie-Ringes 
[s. Ref., Abh. Math. Semin. Hansische Univ. 13, 1—100 (1939); dies. Zbl. 21, 200). 
Z. B. ist jeder assoziativen Algebra W über k gemäß den Regeln aob=ab- ba, 
a®) — aP eine p-invariante Lie-Algebra X, zugeordnet. Ferner bilden die Derivationen 
einer beliebigen distributiven Algebra eine p-invariante Lie-Algebra [s. Verf., Trans. 
Amer. Math. Soc. 42, 206—224 (1937); dies. Zbl. 17, 292]. Eine Derivation D einer 
p-invarianten Lie-Algebra Z heißt p-invariant, wenn D(xP) = xP"1D(«) ist. Die 
p-invarianten Derivationen bilden eine Lie-Algebra, welche die inneren Derivationen 
enthält (s. vorsteh. Referat). — Jede normal einfache Algebra X, vom Rang n? über k 
bestimmt eine p-invariante Lie-Algebra Y,, vom Typus A,. Ferner bestimmt jede 
assoziative Algebra X, vom Range 2n? über k, die normal einfach über einem quadra- 
tischen Oberkörper von k als Zentrum ist und eine Involution J von 2. Art besitzt, 
eine p-invariante Lie-Algebra ©, 4U,, J) vom Typus Ay, bestehend aus allen Ele- 
menten a, für die a = —a ist (J-schiefe Elemente). Wenn endlich X eine normal 
einfache assoziative Algebra über k mit einer gewöhnlichen Involution J (= Anti- 
automorphismus, dessen Quadrat 1 ist) ist, so bilden alle J-schiefen Elemente eine 
Lie-Algebra © A, J), die je nach dem Verhalten beim Übergang von k zum algebraisch 
abgeschlossenen Oberkörper 2 vom Typus B, C, D ist. Ao ist isomorph zum Matrizen- 
ring Q, n-ten Grades über Q, in dem J eine Involution induziert, die sich nach Albert 
[Trans. Amer. Math. Soc. 43, 386—436 (1938); dies. Zbl. 18, 342] nach geeigneter 
Basiswahl des Darstellungsmoduls auf genau eine der Formen a’: = s;@s;! bringen 
läßt; dabei bedeuten @ die transponierte Matrix der Matrix a und ferner im Fallp = 2: 


de i-ti «0 
Ss = (_z, ai 5 n=2V», Typ BR 5 = 0 0 R.), n=2v-1, TypB; 


VER U) 
== ® „ ‚, n=2», TypD 


und im Falle 9 = 2: 


(E„ = u-reihige Einheitsmatrix). — I. a. entsteht aus den genannten Algebren durch 
Bildung der Ableitung (= Teilmenge der Elemente, die als Matrizen aus Q, betrachtet, 
die Spur O0 haben!) und Übergang zum Faktorring nach dem Zentrum (= Vielfache 
der Einheitsmatrix mit Spur 0) die zugehörige einfache Lie-Algebra desselben Typus; 
ausgenommen sind die Fälle: p=n=2; Typ D,n=4; p=2, Typ B (Satz 7, 9). 
Im Falle p=2, Typ B bilden die aus © = 606 und aus allen a® mit a aus © 
erzeugten Elemente ein Ideal ©. ©, © bzw. & bestehen aus allen Elementen a aus Q, 


die als Matrizen aus Q, nach Normierung von J die Form a = ("ıı ®ı , (a;x v-reihige 
nn j i ‚ 921.01 

atrizen) mit der Nebenbedingung: a],,a,, symmetrisch bzw. aj,, az, alternierend 
(= symmetrisch mit verschwindenden Diagonalkoeffizienten) bzw. @1g9, Ay, alternierend 


und Sp a), =0 haben. Wenn » — z>3, so besteht das Zentrum von & aus den 
skalaren Vielfachen der 1 bzw. 0, je nachdem » gerade oder ungerade ist, und der Faktor- 
ring ist einfach (Satz 9). — Nun gilt der Vollständigkeitssatz (Satz 8, 16): Wenn eine 


p-invariante Algebra Z über %k nach algebraischem Abschluß des Grundkörpers k zu @ 
ısomorph zu , (p{n>1) bzw. zu SU, J) i=1,2,3; p+2) bzw. zu 
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SA,J) (P=23,44n) bzw. zu &(Q,,J) (P=2,2 4 n) ist, dann ist Z eine ein- 
fache Lie-Algebra des Typus A bzw. 0, B,D (p #2) bzw. C (p=2,4Xn) bzw. 
B(p=2,2, n). Demnach sind noch nicht charakterisiert gewisse Fälle, in denen 
die Zahl n durch die Charakteristik teilbar ist. Entscheidend für den Beweis des Voll- 
ständigkeitssatzes ist die Bemerkung, daß jede p-invariante Derivation einer p-in- 
varianten Lie-Algebra vom Typus A, B, C, D eine innere Derivation ist (Satz 6, 12). — 
Ferner werden bestimmt die Isomorphismen zwischen den Algebren, ihren Ableitungen 
und einfachen Bestandteilen gleicher und verschiedener Typen sowie die Automor- 
phismen, p-invarianten Derivationen und einhüllenden Algebren. — Zum Schluß wird 
gezeigt, daß jede Derivation einer Lie-Algebra eine Derivation der einhüllenden Algebra 
induziert. Zusammen mit einem Resultat aus einer früheren Arbeit des Verf. [Duke 
math. J. 3, 544—548 (1937); dies. Zbl. 18, 50] schließt Verf. daraus, daß die einfache 
Lie-Algebra (k(b,,b3,...5m)XAn);, sobald die 5P, aber nicht alle 5, in %k enthalten 
sind undp n>1 ist, als äußeren Endomorphismenring (= Algebra der äußeren 
Derivationen) eine einfache und nicht abelsche Lie-Algebra besitzt, was einer Ver- 
mutung des Ref. widerspricht (a.a.O., 8.80). Ob über vollkommenem Grund- 
körper die äußeren Derivationen eines einfachen Lie-Ringes stets einen auflösbaren 
Lie-Ring bilden, bleibt offen. Zassenhaus (Hamburg). 
Loonstra, F.: Berieht über die Konstruktion und die Fortsetzung von Bewertungen. 2. 
Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 44, 806—813 (1941). 
Fortsetzung des Berichtes über die Arbeiten von Kürschäk, Ostrowski und 
Rychlik (1. siehe dies. Zbl. 25, 105). van der Waerden (Leipzig). 


Zahlentheorie: 


Perez Cacho, L.: Über die Summe der Indikatoren aufeinanderfolgender Ordnung. 
Rev. mat. hisp.-amer., III.s. 1, 45—50 (1939) [Spanisch]. 

Verf. nennt „Indikatoren aufeinanderfolgender Ordnung einer natürlichen Zahl n“ 
die Funktionen, die man durch Iteration der Eulerschen o-Funktion erhält: 9, (n)=_(n), 
9(n) = 9 (9ı(n)),- . -., Pizıln) = P(pi(n)),... Die @;(n) bilden für jedes n eine bis 
zum Werte 1 abnehmende Folge. Der kleinste Index m = m(n) mit 9„(n) = 1 heißt 
der Unterindex von n. Es ist m(l)=m(2)=1 und, für n > 2, m(n) >1, 9n-ı(n) = 2. 
— Verf. untersucht die Zahlen n mit derEigenschaft (E) n=g,(n) +9 (n)+ + Pm(n)- 
(E) wird von keiner geraden Zahl erfüllt. Die Zahl 3 ist die einzige Primzahl » mit 
der Eigenschaft (EZ). Eine reine Primzahlpotenz n mit (E) ist notwendig Potenz von 3. 
Aber es gibt außer 1 und Potenzen von 3 noch andere ungerade Zahlen, die (EZ) er- 
füllen; Beispiele. M. Cipolla (Palermo). 

Chung, Kai-Lai: A generalization of an inequality in the elementary theory of num- 
bers. J. reine angew. Math. 185, 193—196 (1941). 

Die vom Ref. bewiesene Ungleichung „ 


| | 1 
= m(1-;-), 


Ve 


n 
wo A(m],...,M,„) die Anzahl der natürlichen Zahlen unterhalb 77m, bedeutet, die 


v=1 

durch keine der Zahlen m, teilbar sind, wird dahin verallgemeinert, daß jedes m, 
durch ein System &, = {m{”,...,mf”’} von b natürlichen Zahlen ersetzt wird. In 
einem Nachtrag wird die Ungleichung auch auf Ideale ausgedehnt. Rohrbach. 

Sispänov, $.: Über die Pseudoprimzahlen. Bol. mat. 14, 99—106 (1941) [Spanisch]. 

Als Pseudoprimzahl wird eine zusammengesetzte Zahl m bezeichnet, für die bei 
beliebigem zu m teilerfremdem a die Kongruenz a”-! = 1 (modm) besteht. (Der 
kleine Fermatsche Satz gilt ja bekanntlich nicht nur für Primzahlen.) Es wird gezeigt: 
Eine Pseudoprimzahl muß Produkt von mindestens drei voneinander verschiedenen 
ungeraden Primzahlen sein. Bildet man alle Zerlegungen m = pn (p = Primzahl), so 
ist dafür, daß m Pseudoprimzahl ist, notwendig und hinreichend, daß m — 1 durch 
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p — 1 teilbar ist. Unterhalb 10000 gibt es 7 Pseudoprimzahlen, die sämtlich aus drei 
Faktoren zusammengesetzt sind. Die kleinste Pseudoprimzahl aus vier Faktoren ist 
63973 = 1.13 19537, Werner Schulz (Berlin). 

Storehi, Edoardo: Un teorema che caratterizza i numeri perfetti pari. Period. Mat., 
IV. s. 21, 239—244 (1941). 

Durch elementare Koppelung des von Euklid angegebenen Ausdrucks der ge- 
raden vollkommenen Zahlen mit dem Wilsonschen Satz gewinnt Verf. den folgenden 
Satz: Notwendig und hinreichend dafür, daß 2a eine gerade vollkommene Zahl seı, 
ist, daß ı(yı + 160 — 5) — b ganzzahlig ungeradeund (1 -3-5-7 -.. 5)?—1durch 2a 
teilbar sei. Harald Geppert (Berlin). 

Pillai, S. S.: On a linear diophantine equation. Proc. Indian Acad. Sci., Sect. A 12, 
199—201 (1940). 

n 


i=1 
F=d, al + dn-2 nr Mn dn-ı I My 1% —=W& 1 1: 
ak: a,d, 
Dabei 150 ed, = (ar. 2, u, a: er (r>], ., n) und 
m Em:  <Mm_3 EM_2 < My-ıMmy. Der Beweis wird mit elementaren Hilfs- 
mitteln geführt. Hofreiter (Wien). 


Pillai, S. S.: On Waring’s problem g(6)=?73. Proc. Indian Acad. Sci., Sect. A 
12, 30-40 (1940). 


Unter gewissen Voraussetzungen, die sich hernach im Falle k=6, s=19, logP >400, 
1 


I=27 als erfüllt erweisen, wird zunächst gezeigt: Ist P=N* , so lassen sich mindestens 
ee % 
pP ii e) / 4%*% natürliche Zahlen < = als Summe von / nichtnegativen k-ten Po- 
tenzen darstellen. Hieraus folgt dann unter denselben Voraussetzungen, daß N die 
Summe von s + 21 nichtnegativen k-ten Potenzen ist. Für den obigen Sonderfall 
bedeutet dies, daß jede natürliche Zahl > e?%00 die Summe von 73 sechsten Potenzen 
ist. Durch elementare Überlegungen und Hinzunahme der Shookschen Tafel [vgl. den 
Bericht bei Dickson, Bull. Amer. Math. Soc. 39, 701—727 (1933); dies. Zbl. 8, 5] 
erweisen sich auch die natürlichen Zahlen bis 2120581 als Summen von 73 sechsten 
Potenzen. Das von Dickson (a. a. O.) eingeführte Verfahren zeigt endlich, daß auch 
die Zahlen des zwischen den angegebenen Schranken gelegenen Intervalls als Summen 
von 73 sechsten Potenzen darstellbar sind. Zur additiven Zerlegung der Zahl 703 
reichen weniger als 73 sechste Potenzen nicht aus. Die damit bewiesene Formel 
9(6) = 73 ist nichts anderes als der „ideale Waringsche Satz‘ g(n) = 2" + [($)"] — 2 
für den Exponenten n =6. Weber (Berlin). 
Pillai, S. S.: Waring’s problem with indiees >n. Proc. Indian Acad. Sci., Sect. A 
12, 41—45 (1940). 3 
Bewiesen wird der Satz: Ist n>32 ganz, 1=[($)"], k= 4 ‚K=2"+k—l, 
so hat die kleinste natürliche Zahl s von der Beschaffenheit, daß jede natürliche Zahl 
die Summe von s Zahlen der Gestalt x” mit ganzem 2>0 und ganzem m> n ist, 
den Wert X. Die kleinste zu einer derartigen Zerlegung der Zahl M ausreichende 
Summandenzahl heiße U(M). Von Mary Haberzetle [Duke math. J.5, 49-57 
(1939); dies. Zbl. 22, 115] wurde der obige Satz unter der Voraussetzung 
(+1)-2">3"+%k+3 bewiesen (sogar für n>9 statt n>32; für I9<n<3l 
ist die Voraussetzung durchweg erfüllt) und zugleich bemerkt, daß U(2r+* _ 1) —K, 
die Summandenzahl K also nicht zu verbessern ist. Es sei nun ß — expiin®. Für 
M>P hat Verf. [J. Indian Math. Soc., N.s.2, 1644 (1936); dies. Zbl. 14, 294] 


bewiesen, daß M sogar die Summe von n? +2 + [12n logn] (< 2") nichtnegativen 
n-ten Potenzen, erst recht also U(M)<=K ist. Mit elementaren Mitteln wird nun 
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U(M)=K für alle M unterhalb einer explizit angegebenen Schranke F— F (n) be- 
wiesen. Verf. zeigt ferner U(M) < 2* — 1 — 2(<K) fürr=<M<F +2" und 
benutzt dieses Ergebnis dazu, auf elementare Weise, insbesondere ohne Anwendung 
des in ähnlichen Fällen üblichen Dieksonschen Aufstiegsverfahrens, das noch fehlende 
Intervall #<M=ß durch den Nachweis von U(M)<2*(<K) zu überbrücken. 


Weber (Berlin). 

Corput, J.-G. van der: Sur la th&orie additive des nombres. (Liege, 17.—22. VII. 
1939.) C. R. Congr. Sci. Math. 20—29 (1939). 

Verf. berichtet über seine eigenen Arbeiten (vgl. dies. Zbl. 1%, 390; 18, 108, 244, 245, 
345; 19, 196) und gibt einen kurzen Überblick über die bisher in der analytischen additiven 
Zahlentheorie üblichen Methoden. — Es sei r(v) für alle natürlichen Zahlen v erklärt, und 
zwar r(v) = 1, wenn v eine Eigenschaft P hat, sonst r(v) = 0. Analog gehöre r’(v) zu einer 
Eigenschaft P’. Gehört dann zu P die Funktion S(&) =?) r(v) exp(2riav), wo v über alle 


FL 
= 


natürlichen Zahlen geht und die Summe der (divergenten) Reihe für reelle x durch abelsche 
Summierung a, = lim Ia,x” (bei geradliniger Annäherung) zu verstehen ist, analog zu P’ 
die Funktion $’(&), so sind, wie Verf. betont, fast alle bisher gefundenen durchgreifen- 
den Ergebnisse über die Anzahl L(t) der Zerlegungen einer natürlichen Zahl t{=v+v mit 
r(v) = r’(v’) = 1 davon abhängig, daß S und 8’ die beiden folgenden Voraussetzungen erfüllen, 
die wir für S aussprechen: (1) Es gibt eine für alle natürlichen Zahlen v erklärte Funktion 
o(v), so daß mit (x) =Yo(v)exp(2riav) für rationale Werte a/q mit kleinem Nenner g 
sich s(a/q) = )(a/q)>. (0) ergibt. A(a/g) hängt von a/q ab. Kommt dann « (beliebig) einem 
solchen a/qg (im Sinne der diophantischen Approximation) sehr nahe, so gilt genähert: 
S(&) — Ala/gq)& (x — a/q).— (2) Ist diese Bedingung für & nicht erfüllt, so ist D)(&) 0. — 
Verf. weist darauf hin, daß beispielsweise, wenn r(v) =1 genau dann erfüllt ist, wenn » Prim- 
zahl ist, und für r’(v’) dasselbe gilt, also für das Goldbachsche Problem, die Voraussetzung (2) 
nicht gilt. — Verf. verallgemeinert die Fragestellung. Es soll für u =1,..,m;v=],...,n 
das System t,, =)», b.,v, erfüllt werden, wo die Matrix (b,,) ganzzahlig ist, die t„ gegebene 
ganze, die v, ganze Zahlen einer Eigenschaft P, sind. Die zu den P, analog wie vorhin 8 
zu P gehörigen Funktionen S, mögen dann die Eigenschaften (1) und (2) haben. Sei dann 
= (bı,..., 1„), Z(t) ähnlich wie früher die Lösungszahl für t, A(t) =} 01(v1) --- 0n(v.), wo 
die o, dem vorher erwähnten o analog sind und die Summe über alle Lösungssysteme zu er- 
strecken ist. Der Kernpunkt des Problems ist die Frage, ob eine Formel 
(7) Lit) “bZ(t) A(t) 
gilt, wo b nur von der Matrix (b,.,), Z(t) nur von den in der Voraussetzung (1) vorkommenden 
Zahlen A,(a/q), .. ., A„(a/g) abhängt. Gilt (T’) für jeden Gitterpunkt t mit mindestens einer 
hinreichend großen Koordinate, so spricht Verf. von einem Problem der Kategorie A. Erfüllt 
hingegen die Anzahl N(X) der Gitterpunkte mit Absolutbeträgen der Koordinaten <X, für 
die (I) unrichtig ist, die Bedingung N(X)/X"—0 (für X — ©, was von jetzt ab nicht 
mehr geschrieben werde), so sagt Verf., (I') gilt für fast alle (m —= dimensionalen) Gitterpunkte. 
Gilt schärfer für alle & die Beziehung N(X) log” X/X” — 0, bzw. — noch schärfer — gibt 
es ein» > 0 mit N(X) X®/X® — (0, so sagt Verf., (T') gilt in schwachem bzw. starkem Sinne 
für sehr nahe alle Gitterpunkte. Überträgt man diese Bezeichnungen auf die zahlentheore- 
tischen Folgerungen, so gilt, wie Verf. unter anderem betont: Nach dem gegenwärtigen Stande 
der Wissenschaft sind in schwachem Sinne sehr nahe alle geraden Zahlen als Summe von zwei 
Primzahlen darstellbar. Holzer (Graz). 
Rankin, R. A.: The difference between conseeutive prime numbers. 2. Proc. Cam- 
bridge Philos. Soc. 36, 255—266 (1940). 
Im ersten Teil seiner Arbeit [J. London Math. Soc. 13, 242—247 (1938); dies. 
Zbl. 19, 394] schätzte Verf. die Differenz aufeinanderfolgender Primzahlen durch eine 
Funktion der kleineren Primzahl nach unten ab. Im vorliegenden zweiten Teil seiner 
Arbeit schätzt Verf. die Differenz von Primzahlen nach oben ab, indem bewiesen wird, 
daß in der aus dem Primzahlsatz unmittelbar folgenden Beziehung p — p’<(1-+) logp 


. a + & ersetzt 


werden darf, wobei noch zusätzlich verlangt werden kann, daß N<p'<p <2N 
gilt, wenn N = N,(e) gewählt wird; hierin bedeutet 0 die untere Grenze aller positiven 
Zahlen o,, für die keine der Dirichletschen L(x, s)-Reihen eine Nullstelle s = a+it 
mit 6 > o, besitzt. Es wird weder die Riemannsche Vermutung 0 = % noch die Vor- 


20* 


für unendlich viele Primzahlpaare p, p’ der Faktor 1 + e durch 
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aussetzung 0 < $ benötigt. Zum Beweise werden teils bekannte, teils vom Verf. neu 
hergeleitete Hilfssätze über die zahlentheoretischen Charaktere herangezogen, mit 
deren Hilfe das Integral 


1 k 
IN, k)= ||S(®) P(o)Pda, S(a) —- Yeriorjogp, Plo)=De”i*, k—=KN), 
0 N<p<2N v=1 
abgeschätzt wird, wobei das Integrationsintervall durch Fareybrüche aufgeteilt wird. 
Ostmann (Breslau). 
Kampen, E.R. van: On uniformly almost periodie multiplicative and additive 
funetions. Amer. J. Math. 62, 627—634 (1940). 
Eine additive zahlentheoretische Funktion g(n), charakterisiert durch 
g(rs) = g(r) + g(s) für (r,s)=1, läßt sich als formal unendliche über alle Prim- 
zahlen p erstreckte Reihe g(n) = I) 9,(n) =D) g(p*) schreiben, wobei die g,(n) 80 


erklärt werden, daß g,(n) = g(?*) ei wenn Pin, aber p*t!Yn. Für multiplikative 
Funktionen gilt, unter sinngemäßer Ersetzung von Summen- durch Produktzeichen, 
das Analoge. Verf. gibt recht einfache Kriterien für die Fastperiodizität solcher Funk- 
tionen. Vor allem gilt: Eine additive Funktion g(n) ist dann und nur dann fastperio- 
disch, wenn) die aus den (bei festem p genommenen) oberen Grenzen fin. \a(») |=|g(7*)| 


gebildete Reihe I'|g(7*)| konvergiert, und 2) „m g(p*) für jedes p existiert. Für 
D > 


multiplikative reelle Funktionen /(r) lauten die Bedingungen entsprechend: 


I |/tp*) — 1| ist konvergent und ‚im f(p*) existiert für jedes p. Ein Beispiel: Be- 
P7) > 


zeichnet man, wie üblich, die Summe der &-ten Potenzen der Teiler von n mit o,(n), 
so ist o„(n) *n”=* fastperiodisch oder nicht, je nachdem x >1 oder a =1. 
Theodor Kaluza jun. 

Pillai, S. S.: On normal numbers. Proc. Indian Acad. Sci., Sect. A 12, 179—184 
(1940). 

Verf. vervollständigt den nicht ganz stichhaltigen Beweis einer früheren Arbeit 
gleichen Titels (s. dies. Zbl. 22, 111) und zeigt die Äquivalenz der Definition einer 
normalen Zahl (vgl. z. B. Hardy-Wright, An introduction to the theory of numbers; 
dies. Zbl. 20, 292) mit der von ihm benutzten, etwas davon abweichenden Definition. 

r Rohrbach (Prag). 

Vijayaraghavan, T.: On deeimals of irrational numbers. Proc. Indian Acad. Sci., 
Sect. A 12, 20 (1940). 

Es sei a,, a} a,... die m-adische Entwicklung einer Zahl ® und 0,=0, EEE 
fürn=1,2,3,...; die 0, sind also die auf ein Einheitsintervall reduzierten Reste 
modulo Eins der Zahlen Om". Verf. beweist elementar, daß die Folge der 0, endlich 
viele Häufungspunkte besitzt, dann und nur dann, wenn 6 rational ist. Er gibt auch 
ein Beispiel von irrationalen Zahlen 6, für welche die Folge 0, abzählbar unendlich 


viele Häufungspunkte hat. Als Anwendung wird gezeigt, daß, wenn 0 — Ym irrational 
ist, die auf ein Einheitsintervall reduzierten Reste modulo Eins der Potenzen von 
unendlich viele Häufungspunkte haben, während dies z. B. für die Potenzen von? + y2 
nicht der Fall ist. Verf. scheint die Arbeit des Ref. (dies. Zbl. 19, 7) nicht gekannt 
zu haben, worin die algebraischen Zahlen mit dieser Eigenschaft charakterisiert wor- 
den sind. Pisot (Greifswald). 


Analysis. 
Allgemeines: 


e Sansone, 6.: Lezioni di analisi matematica redatte per uso degli studenti. Vol. 1- 
9. ediz. Padova: Cedam, Casa edit. dott. Antonio Milani 1941. XI, 550 pag. L. 85.—. 
Darstellung der Hauptabschnitte der höheren Mathematik; wie aus dem Titel 
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und aus der Auswahl und der Anordnung des Stoffes zu erkennen, in erster Linie als 
Studienbehelf gedacht. Die Vorlesungen sind zwar nur autographiert, aber mit einer 
sehr gleichmäßigen und gut lesbaren Schrift geschrieben, die sogar Hervorhebungen 
durch den Wechsel zwischen steiler und liegender Schrift ermöglicht. Über den be- 
handelten Stoff geben die Überschriften der Kapitel Aufschluß: Erster Teil: I. Kom- 
binatorik — Determinanten — Lineare Gleichungen. II. Die reellen Zahlen. III. Die 
komplexen Zahlen. IV. Allgemeines über die Mengen. V. Zahlenfolgen und Grenz- 
werte. VI. Zahlenreihen. VII. Funktionen—Grenzwerte—Stetigkeit. VIII. Ableitungen 
und Differentiale der Funktionen einer Veränderlichen. IX. Sätze über die Ablei- 
tungen — Ableitung durch Reihenentwicklung. X. Reihen von Taylor und Maclaurin. 
XI. Analytische und geometrische Anwendungen der Taylorschen Formel. XII. Eigen- 
schaften der Polynome einer Veränderlichen. Zweiter Teil: XIII. Unendliche Pro- 
dukte — Doppelreihen — Unendliche Determinanten — Kettenbrüche. XIV. Inter- 
polation. XV. Ergänzungen der Theorie der Grenzwerte und Anwendungen. XVI. Er- 
gänzungen zur Theorie der Reihen. XVII. Symmetrische Funktionen der Wurzeln 
einer algebraischen Gleichung — Bezoutsche Resultante zweier Polynome — Lineare 
und Tschirnhaus-Transformationen. XVIII. Die Theoreme von Budan-Fourier und 


von Sturm. — Die Gleichungen dritten und vierten Grades. XIX. Ergänzungen zur 
Determinantentheorie. XX. Lineare Substitutionen — Quadratische Formen — In- 
varianten. L. Schrutka (Wien). 


@ Sansone, G.: Lezioni di analisi matematiea redatte per uso degli studenti. Vol. 2. 
4. ediz. Padova: Cedam, Casa edit. dott. Antonio Milani 1941. XI, 562 pag. L. 85.—. 

Zur allgemeinen Kennzeichnung vgl. das vorst. Ref. Überschriften der Kapitel: 
Erster Teil: I. Differentialrechnung für die Funktionen mehrerer Veränderlichen. 
II. Implizite Funktionen — Bedingte Maxima und Minima — Wechsel der Veränder- 
lichen. III. Unbestimmtes Integral einer Funktion einer reellen Veränderlichen — 
Elementare Integrationsverfahren. IV. Bestimmte Integrale. V. Uneigentliche Inte- 
grale — Die Eulerschen Funktionen — Stirlingsche Formel. VI. Kurvenintegrale — 
Exakte Differentiale. VII. Mehrfache Integrale — Wechsel der Veränderlichen in den 
mehrfachen Integralen. — Quadraturen und Kubaturen — Sätze von Stokes und 
von Green. VIII. Geometrische Anwendungen. IX. Differentialgleichungen. Zweiter 
Teil: X. Differentialgleichungen und Systeme von Differentialgleichungen. XI. Ele- 
mente der Variationsrechnung. XII. Elemente der Differentialgeometrie der Flächen. 
XIII. Fouriersche Reihen. XIV. Verallgemeinerte Grenzwerte (C, k) der Funktionen. 

L. Schrutka (Wien). 

Mengenlehre: 


Frola, E.: Sulla potenza degli insiemi e i numeri cardinali transfiniti. Saggiatore 2, 
147—155 (1941). 

Leichtverständliche Erläuterung der Kardinalzahlen und ihrer Rechenoperationen. 

@. Hajös (Budapest). 

Riabouchinsky, Dimitri: Sur les definitions analytiques du continu. C. R. Acad. 
Sci., Paris 212, 1109—1112 (1941). 

Verf. beschäftigt sich mit einigen schon von Galilei behandelten Paradoxien, 
die darauf beruhen, daß, wie es vor der strengen Begründung der Infinitesimalrechnung 
vielfach üblich war, mit einem aktual Unendlichkleinen in unzulässiger Weise gerechnet 
wird. Die Teilung einer Strecke in „unendlich viele gleiche Teile“ spielt dabei die 
Hauptrolle. Anstatt nun die bekannte Auflösung der Paradoxien zu geben, will Verf., 
der mit einem verschwommenen Mächtigkeitsbegriff hantiert, die Unzulässigkeit der 
Definition von Dedekind, daß eine Menge unendlich ist, wenn sie einem ihrer Teile 
äquivalent ist, konstatieren, obwohl ihm die Definition der Äquivalenz offenbar nicht 
geläufig ist. Die Ausführungen erledigen sich dadurch von selbst. 

Ackermann (Danzig-Langfuhr). 
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Gleyzal, Andr&: Order types and structure of orders. Trans. Amer. Math. Soc. 48, 
451—466 (1940). ee : 

Ein Ordnungstypus oder eine Ordnungseigenschaft f heißt iterativ, wenn ß ß =ß 
ist. Eine Ordnungseigenschaft y heißt deszendent, falls jedes Intervall die Eigen- 
schaft y hat. Jedem Typus & kann in eindeutiger Weise ein kleinster iterativer „‚Super- 
typus“ ß und ein kleinster deszendenter „Supertypus“ y zugeordnet werden. Verf. 
beweist folgenden Hauptsatz: Es sei & eine iterative und deszendente Ordnungs- 
eigenschaft; es sei eine geordnete Menge A derart gegeben, daß jede wohlgeordnete 
und jede invers wohlgeordnete Teilmenge die Eigenschaft & besitzt; dann ‚hat A ent- 
weder die Eigenschaft & oder ist die Summe &-geordneter Mengen über einem Argu- 
ment, von dem kein mehrpunktiges Stück die Eigenschaft & besitzt. Dieser Satz ist 
eine Verallgemeinerung eines bekannten Hausdorffschen Satzes über die Zerlegung 
geordneter Mengen (& bedeutet hier den zerstreuten Typus; vgl. F. Hausdorff, 
Grundzüge der Mengenlehre, Leipzig 1914. 8. 95). Eine dichte Ordnung wird folgender- 
maßen verallgemeinert: Eine geordnete Menge heißt «&-dicht, wenn jedes Intervall 
mehr als zwei Elemente enthält und die Eigenschaft & besitzt. Eine geordnete Menge, 
die keine &-dichte Teilmenge enthält, heißt &-zerstreut. Der Hausdorffsche Satz gilt 
auch für die &-zerstreuten Mengen. Von besonderem Interesse ist der Fall, wo & eine 
Eigenschaft „von der Mächtigkeit mindestens X, zu sein‘ bedeutet. Verf. konstruiert 
eine universal zerstreute Menge I mit der Eigenschaft, daß jede zerstreute Menge mit 
einer Teilmenge von / ähnlich ist. ‚J. Novak (Brünn). 

Dushnik, Ben, and E. W. Miller: Partially ordered sets. Amer. J. Math. 63, 600—610 
(1941). 

Eine Menge heißt teilweise geordnet, falls aus der Relation x < y folgt, daß y< x 
nicht besteht, und aus < y und y<z folgt 2<(z. Besteht für jedes Elementen- 
paar entweder 2</ y, oder y</ x, so haben wir eine lineare Ordnung. Ist X = {Z,} 
eine Klasse von linearen Ordnungen, und verstehen wir unter dem Produkt der Ele- 
mente der Klasse X die teilweise Ordnung, die genau diejenigen geordneten Elementen- 
paare enthält, die in jedem Element von K in derselben Anordnung vorkommen, so 
sagen wir, daß J/L, die teilweise Ordnung P realisiert. Unter der Dimension einer 
teilweisen Ordnung P einer Menge S verstehen wir die kleinste Kardinalzahl m, so 
daß m lineare Ordnungen die teilweise Ordnung P realisieren. Es wird bewiesen, daß 
die Dimension jeder teilweisen Ordnung nicht größer als die Mächtigkeit der Menge 8 
sein kann, falls $S unendlich ist, und endlich ist, falls S endlich ist. — Sind P und Q 
zwei solche teilweise Ordnungen von 8, daß jedes Elementenpaar von S entweder 
durch P oder durch @ geordnet ist, so sagen wir, daß P und Q konjugiert sind. Hat 
eine teilweise Ordnung eine Konjugierte, so wird sie reversibel genannt. Es werden 
einige bis auf Äquivalenz charakteristische Eigenschaften der Reversibilität gegeben. — 
Das Haupttheorem der Arbeit ist folgendes: Für jede Kardinalzahl n gibt es eine teil- 
weise Ordnung mit der Dimension n. — Ferner geben Verff. einige graphentheoretische 
Sätze, aus denen Konsequenzen für die teilweise geordneten Mengen folgen: Ist P 
eine teilweise Ordnung von der Mächtigkeit m (m transfinite Kardinalzahl) und hat 
jede Teilmenge von P von derselben Mächtigkeit zwei vergleichbare Elemente, so 
enthält P eine abzählbar unendliche, linear geordnete Teilmenge. Wenn jede ab- 
zählbar unendliche Teilmenge von P vergleichbare Elemente enthält, besitzt P eine 
lineare Ordnung von der Mächtigkeit m. L. Egyed (Budapest). 
Amerio, Luigi: Sulle famiglie di insiemi. Atti Accad. Italia, VII. s. 2, 699702 

1941). 

Mit Hilfe des Ascoli-Arzeläschen Satzes über die Existenz einer Häufungsfunktion 
von unendlich vielen, im selben Intervall definierten, gleichmäßig stetigen, gleich- 
mäßig beschränkten Funktionen beweist Verf. folgende Verallgemeinerung des Bolzano- 
Weierstraßschen Satzes! Unendlich viele, gleichmäßig beschränkte, abgeschlossene 
Punktmengen besitzen wenigstens eine Häufungsmenge H; d.h. zu jedem 0 >0 
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gibt es unter den Punktmengen eine von H verschiedene Punktmenge P derart, daß 
der Abstand eines jeden Punktes der Mengen H und P von den anderen dieser Mengen 
kürzer als g ist. Dieser Satz führt dann zu einer Erweiterung des Ascoli-Arzeläschen 
Satzes, in welcher — statt im selben Intervall definierter Funktionen — in abge- 
schlossenen, gleichmäßig beschränkten Bereichen definierte Funktionen figurieren. 
@. Hajös (Budapest). 

Sudan, Gabriel: Sur les singularit&s des fonetions transfinies. Disquisit. math. et 
phys., Bucuresti 1, 315—320 (1941). 

Es sei eine eindeutige Funktion 9(&, ») gegeben, die jedem Paare &, » von Ord- 
nungszahlen eine Ordnungszahl 9(&, ») zuordnet. Dabei sollen folgende Bedingungen 
erfüllt werden: 1. g(a,»)>a für 1»>0, &>0; 2. g(a,») >» für v>0, x >0; 
3. g9(a,v) >gla,») fü !’>v,a>0; 4 ga,v)>g(a,» fü !>a>0; 
5. g(&, lim{A}) = lim{g(a, A)}. Eine Ordnungszahl £ heißt singuläre Zahl der Funk- 
tion 9(&, »), falls &E= g(a, £&) für jedes & <£ ist [E.Jacobsthal, der sich mit dieser 
Funktion befaßt hat, nennt diese singuläre Zahl Hauptzahl; vgl. Math. Ann. 66, 145 
bis 194 (1909)]. Es gibt eine mittels g(x, ») definierbare Funktion F(y, ß, &,») der- 
art, daß jede singuläre Zahl von g(«, ») durch den Wert F(2, 2,2, »), wobei v = wu 
ist, ausgedrückt werden kann. Anwendung: g(&,v)=&-+». J. Novak (Brünn). 


Differentiation und Integration reeller Funktionen: 


Tornier, Erhard: Maß- und Inhaltstheorien, in denen die Additivität der Masse nur 
im Unendlichkleinen gefordert wird. Abh. preuß. Akad. Wiss., Math.-naturwiss. Kl. 
1941, 1—35 (Nr 8). 

Ausgangspunkt ist ein Mengenkörper $, der eine größte Menge © enthalten soll. 
Über $ ist eine eindeutige, reelle Mengenfunktion J(a), sogenannter Inhalt, erklärt 
mit folgenden Eigenschaften: I. J(a)=>0 für aE8; J(0)=0; II. füraE8, bER,bca 
gilt J(b)<J(a); III. ist a=”/’a, mit paarweise fremden ER und aES, so gilt: 


n 
J(a)= lim J | > Wr) ; IV.esgibtzwei endliche, von Null verschiedene, für 2>0Odefinierte 
n>o (7 


und monoton wachsende Funktionen f(x) und g(z),so daB 0 </(2)<g(r), lim g(2)=0 


und daß für fremde a, b mit ac, bER gilt: /(J(b))<J(a+b) — J(a)<g(J (b)). — 
In den üblichen (additiven) Inhaltstheorien ist {(2)=g(x)=z, also J(b)=J(a+b)—J (a), 
während letzteres hier nur für J(b) — 0, also sozusagen nur „im unendlich kleinen‘ 
gefordert ist. — Es wird nun $ zu einem Körper $?’ erweitert derart, daß zu $’ jede 
Menge (eines vorgegebenen, $ umfassenden Mengensystems) gehört, die „zwischen“ 
zwei Mengen aus & mit beliebig kleiner Inhaltsdifferenz liegen. Über $’ wird dann 
ein den obigen Axiomen I—IV genügender Inhalt .J/’ erklärt, welcher Erweiterung 
von J ist. Ferner wird f’ zu einem o-Körper © erweitert, über welchem eine, den 
Axiomen I—IV genügende (Maß-) Funktion M(a) erklärt ist, die ihrerseits Erweite- 
rung von J’ ist. Die Konstruktion der Erweiterung von J zu J’ und zu M entspricht 
dem Übergang von einem (gewöhnlichen) Inhalt zu einem vollständigen Inhalt und 
weiter zu einem vollständigen Maß (vgl. insbesondere auch den Aufbau im Buch des 
Verf., Wahrscheinlichkeitsrechnung und allgemeine Integrationstheorie, Leipzig 1936; 
dies. Zbl. 13, 359). Auf Grund der obigen Axiome läßt sich so die gesamte Inhalts- 
und Maßtheorie entwickeln, bei der es nur auf die Zusammenhänge zwischen Inhalt 
und Maß sowie auf den Satz ankommt, daß im o-Körper der meßbaren Mengen 
die Maße der Mengen jeder konvergenten Mengenfolge gegen das Maß der Grenz- 
menge konvergieren. Nimmt man zu den Axiomen I—IV noch die „Additionsregel für 
Ungleichungen“ hinzu, d. h. fordert man noch, daß aus J(a)<J(b), J(() = J(d) und 
pp —=0 stets J(a+c)<J(b +5) folgt, so sind die sich alsdann ergebenden Maß- 
theorien durch Transformation mittels stetiger, monoton wachsender Funktionen aus 
additiven Theorien erhältlich und umgekehrt. (Solche Theorien wurden in der oben 
zitierten „Wahrscheinlichkeitsrechnung‘“ behandelt.) Haupt (Erlangen). 
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Gleyzal, Andr6: Interval-funetions. Duke math. J. 8, 223—230 (1941). 

Sei 7 eine Menge von linearen Intervallen Z und (I) eine für alle I € T definierte 
Intervallfunktion. Man bilde für den Punkt x ein x enthaltendes Teilsystem von Inter- 
vallen {/,} aus 7, deren Längen mit n — oo gegen Null konvergieren. Gibt es ein der- 
artiges Teilsystem, so daß lim o(I,)=n, so heißt die Menge aller Zahlen 7 der Kern 


von p(I) und wird mit (x) bezeichnet. Im allgemeinen ist p(x) mehrwertig. Es 

wird aber gezeigt, daß es im Falle eines einwertigen Kernes (x) eine Folge {m(z)} 

von stetigen Funktionen gibt mit lim f„(2)=9(z); konvergiert umgekehrt die Folge 
n>Xo 


{/„(z)} von stetigen Funktionen gegen eine Funktion @(z), so gibt es eine Intervall- 
funktion (I) mit dem einwertigen Kern (2). G. Alexits (Budapest). 
Gongalves, J. Vicente: Sur Pineonnue © du th&or&me des aceroissements finis. 
Portugaliae Math. 2, 121—138 (1941). 
In vorliegender Arbeit wird die im Mittelwertsatze /(x + h) — f(x) =hf'(ce+ @h) 
(0<6<1) vorkommende Größe 0 in bezug auf ihre Abhängigkeit von x und A 


untersucht. Es werden u.a. folgende Sätze bewiesen: Ist /)(x) die erste Derivierte 
1 


(m > 2), welche an der Stelle <= x, nicht verschwindet, dann ist lim Dia.) = mie 
— 
Ist /)(z,) #0 (m > 2), oder ist lim f(x) = f”(z,) # 0, dann ist O(z,, h) eine ein- 
>%s 
deutige Funktion von hin der Umgebung von A=0. Existiert f’” (z,) und ist f(x) #0, 


dann ist 6,(2,,0)= H ni — Mit Hilfe dieser Ergebnisse werden noch einige, 


schon von R. Rothe [Math. Z. 9, 300—306 (1921)] angegebene Sätze hergeleitet. 
E. Egervdry (Budapest). 
Cioräneseu, Nieolas: Quelques formules de moyenne et quelques inögalit&s entre les 
valeurs moyennes des fonetions monotones. Bul. Politechn., Bucuresti 12, 37—40 (1941). 
Soient f(x) et g(x) des fonctions qui admettent des derivees f(x) et g’(x) con- 
tinues dans l’intervalle (a, b) et soit p(x) une fonction non-negative dans le m&me 
intervalle. En appliquant la formule de moyenne classique pour les integrales doubles 
Yau. obtient la formule 


bb 
1,09) N u orrlWpl)duge, 
b 


b 
MN=z[pW@Hade, P=[plode, a<in<b, 


d’ou il deduit des inegalites pour les valeurs moyennes & poids p(x) dans le cas des 
fonctions monotones. N.Obreschkotf (Sofia). 
Schubert, Gerhard: Bemerkungen zu einigen bestimmten Integralen. Z. angew. 
Math. Mech. 21, 190 (1941). 
In den Tables d’Integrales Definies des Bierens de Haan, Leyden 1867, sind 
folgende Integrale richtigzustellen: 


1 
dz 
ig für Dez 2ye : 

Jean es a 

1 be 

log|1 — p?x?| ze I+y1-p Ye 
I an für |p|=1, — log? | für |r]>1, 
1 

xlog|1 — p®x2]| -5| Ii+yi-p Isle 
nn da = 7 log 5 a finenle 1, 

ee m 
2 ie p° leg 2) fir pl Harald Geppert. 
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Cesari, Lamberto: Sulle funzioni assolutamente continue in due variabili. Ann. Scuola 
norm. super. Pisa, II. s. 10, 91—101 (1941). 

Es wird folgender Satz bewiesen: Ist eine Funktion f(x, y„Vler=z1L,0=y=sl, 
im Sinne von Tonelli absolut stetig und sind die partiellen Ableitungen /, und 1 
L2 + * integrierbar, wobei &>0 ist, so ist /(x, y) fast überall in dem Definitionsbereich 
differenzierbar (im Stolzschen Sinne). Nach dem Muster von Saks[Ann.ofMath.,II.s. 34, 
114—124 (1933); dies. Zbl. 6, 49] wird mit Hilfe des Baireschen Satzes weiter gezeigt, 
daß dieser Satz für «= 0 nicht mehr gültig bleibt. J. Novak (Brünn). 


Allgemeine Reihenlehre: 


Rajagopal, C. T.: On the rearrangement of eonditionally eonvergent series. Ann. 
of Math., II.s. 42, 604-613 (1941). 

Verf. hat bereits in früheren Noten [Töhoku Math. J. 43, 122—126 (1937); dies. 
Zbl. 17, 254; J. Indian Math. Soc., N. s. 8, 118—125 (1938); dies. Zbl. 20, 14] gezeigt, 
daß sich der dem Integralkriterium in der Verallgemeinerung von J. E. Littlewood 
[Messenger of Math. 39, 191—192 (1910)] zugrunde liegende Gedanke bei der Behand- 
lung verschiedener Fragen über Reihen mit positiven Gliedern mit Nutzen verwenden 
läßt. Er zeigt jetzt, daß dieser Gedanke auch einfach zu den Resultaten von 
A. Pringsheim [Math. Ann. 22, 455—503 (1883)] über die Umordnung bedingt kon- 
vergenter Reihen führt. Dabei handelt es sich um die folgende Frage: Eine bedingt 


konvergente Reihe Die 1" To, le, >0) mit der Summe s und den Teilsummen s, 
n=1 © 
werde umgeordnet in die Reihe Died. deren n-te Teilsumme s/, jeweils die 
n=1 
ersten p„ positiven und die ersten q„ negativen Glieder (?,. + 9" = n) der ursprüng- 
lichen Reihe enthalte. Unter der Voraussetzung, daß für n > oo zwischen p,„ und q, 
geeignete Beziehungen bestehen, sollen Aussagen über den Zusammenhang zwischen s 
und der Summe s’ der neuen Reihe gemacht werden. — Verf. zeigt dazu zunächst 
allgemein: Es sei {D,} eine Zahlenfolge mit 0= D,<D,<.--<D,<-::, Dn > ©, 
D„ — D„-ı =0O(l). Ferner sei f(x) eine positive Funktion, die eine stetige und der 
Bedingung f’(z)/f(z) = o(1) (für z — oo) genügende Ableitung besitze. Gilt dann 


Da», 
a,f(D,) Ak = ee. I dz 
— 0 og, t — 1)" "a, chen s hm /-— und 
im 5. _n,,”— 9 »0 oszillier ea y"-1d), zwischen s+ y im 7a) 
D2p, Dep, Daqn 
s+g lim f ur ‚ vorausgesetzt, daß Y en beschränkt ist. Die Voraussetzung über /’ (x) 
Ben fx) D f(&) 
2 In 2 9n 


kann dabei ersetzt werden durch die Voraussetzung, es soll f(x) gleichzeitig mit x 
gegen oo streben. — Durch Spezialisierung von f(x) und {D,„} erhält man hieraus u. a. 
Sätze, die die Pringsheimschen Resultate enthalten. F. Lösch (Rostock). 

Hill, J. D.: On perfeet summability of double sequences. Bull. Amer. Math. Soc. 
46, 327—331 (1940). 

Verf. kommt hier für die Summation von Doppelfolgen zu Ergebnissen, die sol- 
chen von Banach für einfache Folgen entsprechen. — Eine Doppelfolge (27) ‚heiße 
reihenkonvergent, wenn außer ihrem Doppellimes lim %+ı noch die Zeilenlimites lim Tı 


und die Spaltenlimites Jim %ı, für alle festen k bzw. I existieren. Weiter heiße ein 
Verfahren A der Form 9, = D%yjrı2,ı vollregulär, wenn neben dem Doppellimes 
kl 


auch alle Zeilen- und Spaltenlimites erhalten bleiben, und perfekt, wenn es außerdem 
eine Umkehrung der Form &, = > %13%is zuläßt und dazu aus y;, = 0 stets auch 


47 
2,1 = 0 folgt. Dann gilt insbesondere: Das Verfahren A sei perfekt; das Verfahren B 
sei vollregulär, und es transformiere jede Doppelfolge (z;,) in eine reihenkonvergente, 
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die auch durch A in eine solche transformiert wird. Dann sind die nach Anwendung 
von B auf (zx,) erhaltenen Zeilen- und Spaltenlimites gleich den entsprechenden nach 
Anwendung von 4 erhaltenen. Theodor Kaluza jun. 
Oguiewetzki, I.: Une gön£ralisation d’un th&oreme de M. J. Hadamard sur la eon- 
vergence des series. ©. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 31, 206—207 (1941). 
Es wird gezeigt: Dafür, daß eine Folge von in [a, b] stetigen Funktionen «;(?) 


jede dort gleichmäßig konvergente Reihe I) u;(x) in eine gleichfalls gleichmäßig kon- 
oo i=0 
vergente Reihe ’a,;(z)u;(x) transformiert, ist notwendig und hinreichend, daß 
© i=0 
D|Aa;(z)| gleichmäßig konvergiert (A; = &; — &i4ı): Tneodor Kaluza jun. 
=v 


Birindelli, Carlo: Sopra un teorema di derivazione per serie del Tonelli. Ann. Scuola 
norm. super. Pisa, II.s. 10, 157—165 (1941). 

Verf. beweist einen Satz, der etwas allgemeiner ist als der bekannte Tonellische 
[Atti Accad. naz. Lincei, Rend., VI. s. 13, 163—168 (1931); dies. Zbl.1, 205]. Der 
vom Verf. aufgestellte Satz enthält außerdem als Sonderfall einen Satz von Cinquini 
[Rend. Istit. Lombardo Sci., II. s. 64, 695—708 (1931); dies. Zbl. 2, 387]. Der Beweis 
ist eine Umformung der Beweise, deren sich Tonelli und Cinquini bedienen. In 
der vorliegenden Arbeit werden außerdem elegante Ausdehnungen der genannten Sätze 
auf Funktionenreihen mit mehreren Veränderlichen gegeben. L. Cesarı (Pisa). 


Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 


Duffin, R. J., and A. C. Schaeffer: A refinement of an inequality of the brothers 
Markoff. Trans. Amer. Math. Soc. 50, 517—528 (1941). 

Bedeutet f(x) ein Polynom n-ten Grades, so bewies A. Markoff, daß aus der 
für alle x in (—1, +1) gültigen Ungleichung (1) |/(x)|<1 daselbst die Beschrän- 
kung (2) |/’(2)|< n? folgt, während W. Mar.koff die weitergehende Ungleichung 

rn = Deo ae) 
(3) /®(2)| <= 170 .02.00 1 
gewann. Da in (2) und (3) die Gleichheit von den Tschebyscheffpolynomen 
T,„(&) = cos[n arccosx] erreicht wird, liegt es nahe, die Voraussetzung dahin abzu- 


ie pen 


schwächen, daß (1) nur in den Extremstellen von 7,, d.h. fre= x, = cos 


k=0,1,...,n, gefordert wird. Diese Verällgemeinerung leistet vorliegende Arbeit ’ 
ihr Haupthilfsmittel ‘ist die Lagrangesche Interpolationsformel. Gedankengang: E° 
n 


sei g(2) = ce ]] (z — A,) ein Polynom n-ten Grades mit n verschiedenen reellen Wurzeln 
=] 
4,<b; im Streifen a<x=<b, —oo<y<oo gelte |g(@ + iy)|< |g(b + iy)|; ist 
dann |f(A,)|<|g’(A,)|, »=1,...,n, und hat das Polynom f(z) nur reelle Koeffizienten, 
so gilt auch |/P(z+iy)|<|g®(b +iy)| im gleichen Streifen für p=1,...,n. 
Beweis aus der Interpolation von f’(z) mittels der A, und schrittweiser Ableitung. Läßt 
man die Voraussetzung reeller Koeffizienten von /(z) fallen, so bleibt nur die schwächere 
Ungleichung | (2)| < |g®(b)|, a<xz=<b, p=1,...,n, bestehen. Setzt man 
a=—1,b=1, so ist 7,„(2) ein die Voraussetzungen für g(z) erfüllendes Polynom, 
und daraus schließt man unter Verwendung der Differentialgleichung von 7, (z), daß, 
falls /(z) ein Polynom n-ten Grades mit reellen Koeffizienten ist, für das /)|=1, 
k=0, ...,n, gilt, im Streifen || <1, |y| <oodieUngleichungen | (+ iy)|<|T'P(1+:y) |» 
p=]1,...,n, erfüllt sind, in denen die Gleichheit nur für /(z) = +T,(z) erreicht wird; 
ohne Annahme reeller Koeffizienten bei f(z) erschließt man durch Ausrechnung von 
T7? (1) die Ungleichung (3), in der die Gleichheit nur für f(x) = cT,(e), le ==T, 
erreicht wird. Die n +1 Punkte z,,...., x, sind die einzigen, die diese Verschärfung 
der Ungleichungen (2) und (3) gestatten, d.h. ist M eine abgeschlossene Punktmenge 
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in(—1, +1), die nicht alle x,, ..., x, enthält, dann gibt es ein Polynom n-ten Grades f(2), 
für das auf M (1) gilt, ohne daß daselbst (3) richtig ist. Anwendung der Resultate 
auf ganze Funktionen: Es sei /(z) eine ganze, für reelle z reellwertige Funktion, die 
mit |z] — oo gleichmäßig die a I/@)l = o (Ylz| z|expylz|) erfüllt und für 
die In) ern =0, 12, r ist; dann gilt für >0 und p=1,2,... die Ab- 
dp ea liy \ Harald Geppert (Bein). 


Iyengar, K. S. K.: A property of integral funetions with real roots and of order 
less than two. Proc. Indian Acad. Sci., Sect. A 12, 223—229 (1940). 
Verf. betrachtet ganze Funktionen von der Form 


= z 
Der l | (1 — Zen, 
Ay 
1 
wo die &,ß,Q,,...,@,... zeell sind und I)|a„|"? konvergiert. Seien a, und a, 


(a, <.a,) zwei konsekutive einfache reelle Nullstellen, ®’(a,) = mı, ®’(a,) = — m, 
und ®(z,) = M, das Maximum von D(z) in (a,,a,). Dann gilt 


Acer. — a.) (a, — 2) = B(r) = Ae*. (© — a.) (a, — x) 


schätzung | (2 +iy)|< 


A + 4s 
$ er : 1 m m, m —B =i2— 2 - u -U 
für a, =r=a,, wobei B= man ap 
Q,— 4a, "Mm 4, — 0, (Xo — 41) (ag — %o) ’ 


Moe 2% 
(%o — 1) (Qg — &o) 
wenn / den Inhalt des Dreieckes aus dem Intervall (a,, a,) und den Kurventangenten 
in a, und a, bedeutet. Das letzte Resultat wurde von Erdös und Grünwald [Ann. 
of Math., II. s. 40, 537—548 (1939); dies. Zbl. 21, 395] für reelle Polynome bewiesen. 
Die Methode beruht im wesentlichen auf der Verwendung von Mittelwertformeln der 
Differentialrechnung. P/luger (Freiburg/Schweiz). 

Geronimus, J.: The generalization of a lemma of M. S. Kakeya. Bull. Amer. Math. 
Soc. 47, 93—95 (1941). 

L’au. generalise une proposition de Kakeya [Trans. Amer. Math. Soc. 22, 489 
—504 (1921)] en resolvant le probleme suivant: trouver le minimum de l’integrale 


1 


ist. Daraus folgt unter anderem 3 A =/00) )deZ=3M,(a— 4); 


2rn 
0 |?d(0)d0, z= e® oü t(z) est un polynome de s, (0) =#0, et b(6) est un 
et trigonometrique de degre n=2s, G =Rd7 yyein-k)0, dont les coeffi- 


cients y;, satisfont aux conditions: w;(b) = Eua SE v0, 1,12, 
=) N. Obreschköft (Bote), 


Walfisz, Arnold: Über einige Orthogonalreihen. Mitt. Georg. Abt. Akad. Wiss. 


USSR 1, 411—420 (1940). 
In einem endlichen Intervall I liege ein vollständiges normiertes Orthogonalsystem 
{p„(z)} vor, ferner seien {a,} und {c„} reelle Zahlenfolgen. Man setze 


An = 0,0, K, =» |o,a;|, F,(&) =D ar prr(8). 
hk=n hk=n k=1 
Sind die c„ nicht alle Null und ist 
(1) Pe <o, 


so konvergieren die beiden Reihen = chFr(x) und DAnpnl2) in I fast überall zu 


demselben Wert. In diesem Satz ist = Rademacher- "Menchotische als Spezialfall ent- 
halten (allerdings nur mit der sonst überflüssigen Nebenbedingung der Vollständigkeit). 
Das angegebene Kriterium (1) ist insbesondere erfüllt, wenn für irgendein & > 3 


= O((n log*n)-?), — O((n log*n)-?) 
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gilt. Das bekannte Menchofische Gegenbeispiel läßt erkennen, daß das Kriterium (1) 

bezüglich der Konvergenz nicht mehr verbessert werden kann. Anwendungen auf das 

trigonometrische Orthogonalsystem liegen auf der Hand. G@. Alexits (Budapest). 
Salem, Raphaöl: A new proof of a theorem of Menchoff. Duke math. J. 8, 269—272 


(1941). 
Bezeichne {p,(x)} ein normiertes System von Orthogonalfunktionen in 0=x= 1 


v R 
und sei n(x) der kleinste Index v<n, für welchen zZ CE Pr(%) —Maz| Youple) 
1 Be = 


gilt. Auf Grund eines vom Verf. schon früher angewandten Gedankens (dies. Zbl. 16, 
398) wird gezeigt, daß die Beziehung 
1 


n(z) n 
(1) I Samt)]d —= O(log!n) Ic 
k=1 k=1 


0 . 
im wesentlichen aus der Besselschen Ungleichung gefolgert werden kann. Aus (1) ergibt 
sich dann auf bekannte Weise das Rademacher-Menchoffsche Konvergenzkriterium 
_ für Orthogonalreihen. Zum Schluß wird noch gezeigt, daß man die Partialsummen 


I 0494(2) auch für gleichmäßig beschränkte Systeme {p„(x)} durch keine integrier- 
K=1 


bare Funktion y(z) majorisieren kann, wenn |c„|logn gegen +00 konvergiert. 
@. Alexits (Budapest). 
Salem, Raphael: The absolute eonvergence of trigonometrical series. Duke math. 
J. 8, 317—334 (1941). 
Ist eine der folgenden Bedingungen erfüllt: 1. , > _n+1; 2: On+p/On Ist von % 
n 


unabhängig und beschränkt (p >0), 3. >; —O(n?), so ist die Reihe 
k 
“= k=1 
I 0n cos(nz — &) (n>0) 
n=1 
entweder überall oder höchstens nur in einem Punkt absolut konvergent. Der Satz 


bleibt auch für die Reihe Io, cos(n?z— &,) mit beliebigem, positivem, ganzzahligem p 


n 
richtig. Nach dem Beweis dieser Sätze wendet sich Verf. zur Untersuchung einiger 
Fragen über den Typus der Mengen absoluter Konvergenz, wonach folgende Vertiefung 
des Denjoy-Lusinschen Satzes über die absolute Konvergenz von trigonometrischen 
Reihen folgt: Die Menge, in welcher 


ae n R 
lim Dorlcos(kz — a,)|: Der < «& 
N k=1 


gilt, ist für x <2/r vom Maß Null. @. Alexits (Budapest). 

Mareinkiewiez, J.: Sur la convergence absolue des series de Fourier. Mathematica, 
Cluj 16, 66—73 (1940). 

Wenn die Fourier-Reihe der Funktion g(x) überall streng konvergiert, die Funktion 
f(x) in einem Intervall (m, M) analytisch ist und m < ming(x), M > maxg(x) gilt, 
dann ist bekanntlich die Fourierreihe der zusammengesetzten Funktion f [9 (z)] über- 
all streng konvergent. Verf. stellt einen etwas allgemeineren Satz auf und beweist 
außerdem, daß Funktionen f(x) und g(x) existieren, deren Fourierreihen überall streng 
konvergieren und die so beschaffen sind, daß die Fourierreihe der zusammengesetzten 
Funktion /[g(x)] nicht streng konvergiert. L. Cesari (Pisa). 


Spezielle Orthogonalfunktionen: 


© Lagrange, Rene: Polynömes et fonetions de Legendre. M&m. Sci. math. Fase. 
97, 83 pag. Paris (1939). 
Das Büchlein gibt mit knapp gehaltenen Beweisen einen reichhaltigen, dabei über- 
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sichtlichen Abriß der Lehre von den Legendreschen Funktionen (L.F.) nach den 
Gesichtspunkten und mit den Verfahren von heute, der zu manchen Zwecken umfäng- 
‚ lichere Werke wie Hobsons vom Verf. öfter herangezogene Theory of spherical and 
ellipsoidal harmonics (Cambridge 1931; dies. Zbl. 4, 210) ersetzen kann. Verf. gliedert 
den Stoff, bei dessen Angabe sich dieser Bericht auf das Wichtigste beschränken muß, 
in sechs Abschnitte: I. Legendresche Polynome (L. P.). — Die Formel von Rodrigues. 
Die Erzeugende der L.P. Zusammenhang mit der Laplaceschen Differentialgleichung. 
Die Legendresche Differentialgleichung. Rücklaufsformeln. Die Integraldarstellungen 
von Laplace, Dirichlet und Mehler. II. L. F. — Die L. F. erster Art P,(z), durch 
Schläflis Integral eingeführt. Hypergeometrische Entwicklungen der P,„(2). Die L. F. 
zweiter Art Q„(2). Beziehungen zwischen den P,„ und Q,. Die Christoffelsche Summen- 
formel. C. Neumanns Entwicklung einer Funktion in einer Ellipse mit den Brenn- 
punkten + 1 nach den L.P. Die Erzeugende der Q,. III. Verallgemeinerte L. F. — 
Die Hobsonschen Funktionen P7',Q7. Beziehungen zwischen ihnen. Ihre hyper- 
geometrischen Entwicklungen. Erklärungen auf dem Querschnitte. Ausdrücke der 
P7', Q7" durch die Größe z + Yz? — 1. Ihre Integraldarstellungen. Besondere, ganzen 
Werten von m eigentümliche Eigenschaften der P,Q%. Rücklaufsformeln. Ortho- 
gonalität der P7' mit demselben Zeiger m. IV. Summensätze. — Additionstheoreme 
Legendrescher Art der P/„ und Q„. Ein Summensatz von einer zweiten Art, der bei 
ganzem m und den Zusammenhängen 2’ = /(2 + 2), 4?(1+222+ 2°) =1,Rez>0, 
Nez’ >0, |z|>1 P%(z‘) in eine nach den Pf(z2), p> |m| fortschreitende Reihe zu 
entwickeln gestattet. V. Asymptotische Ausdrücke für P/(cos6), Q#'(cos6) bei Werten 
von n, die groß gegen m werden. — Verallgemeinerung der auf natürliche n bezüg- 
lichen Abschätzungen 1) von P,„ und Q„, die von Laplace und Heine, ferner von 
Stieltjes stammen, 2) von |P„ — P„+2|, die von Stieltjes herrührt. VI. Legendre- 
sche, d.h. nach den L. P. fortschreitende Reihen. — Der örtliche Zusammenfall der 
Konvergenz der L. R. einer Funktion /(cos#) mit der Konvergenz der Fourierschen 
Reihe von f(cos6) Ysin 6. Die (©, r)-Erfaßbarkeit der L.R. einer in (—1, +1) inte- 
grierbaren Funktion /(z), wenn r >}. Koschmieder (Graz). 
Feldheim, Ervin: On a system of orthogonal polynomials associated with a distri- 
bution of Stieltjes type. ©. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 81, 528—533 (1941). 
L’aut. &tudie les polynomes orthogonaux 1}”(x) satisfaisant & la relation 
DIR) IEn FE + le ri(l—eA) 71, m n=0,1,2.; 
=, 1, 2,22 


i@)= IT («+2 +1) (ce +1) te”, R(o)>—1, A>0. Il trouve les formules: 


Feel url wer) wl<l; 
=) 


jan) = Arial), TO = im); 


N 
Da el an 2 ) iM: U E - 
v=0 


n — v) \v 
(&) 


(n + YI2,@) — le” —-YDe+n+o+Ye’+nW ten +0. 
Des formules asymptotiques et des relations avec les polynomes de Laguerre et les 
polynomes d’Hermite comme expressions limites sont aussi donnees. N. Obreschkoff. 

Feldheim, E.: Formules d’inversion et autres relations pour les polynömes ortho- 
gonaux elassiques. Bull. Soc. Math. France 68, 199—228 (1940). 


n %, 
Ist @,(2) =D’ a® a” (n=0,1,2,...), dann gilt umgekehrt auch a" EAN 
v=0 v‚=0 


(n = 0,1,2,...). Die Kenntnis solcher Umkehrformeln kann mitunter die Herleitung 
formaler Eigenschaften der Polynome @,(x) erleichtern. Die vorliegende Arbeit bringt 
hierfür Beispiele. Insbesondere werden für 9„(2) die verallgemeinerten Jacobischen 
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(mit den Sonderfällen der Legendreschen und Tchebycheffschen), die Hermiteschen 
und die verallgemeinerten Laguerreschen Polynome gewählt, ferner die durch ein 


n 
Multiplikationstheorem der Form 10.2) =D) AP(1 — A)" -Ew;(z) (das das Mul- 
\ Kk=0 


tiplikationstheorem der Laguerreschen Polynome verallgemeinert) definierten Poly- 
nome @„(2), sowie schließlich die durch 9,(2) = n@„-ı(2) definierten Appellschen 
mit dem Sonderfall der Bernoullischen Polynome. Im Verlauf der Arbeit wird wieder- 
holt Gelegenheit genommen, Bekanntes aus der Theorie der genannten Funktionen 
neu zu beleuchten. Schoblik (Brünn). 

Feldheim, Ervin: Quelques resultats sur les polynömes d’Hermite et de Laguerre. 
Relations avec les fonetions hypergöomeötriques les plus generales. C. R. Acad. Sci. 
URSS, N. s. 31, 534—537 (1941). 

Der wesentliche Inhalt dieser Veröffentlichung ist in einer Arbeit des Verf. enthalten, 
die er hier ankündigt und die mittlerweile schon in dies. Zbl. 23, 31, Zeile 33—42 besprochen 
worden ist. Koschmieder (Graz). 

Shastri, N. A.: Some results involving Angeleseu’s polynomial x, (x). Proc. Indian 
Acad. Scıi., Sect. A 12, 73—82 (1940). 

Verf. geht von der operatorischen Darstellung eines Angelescuschen Polynoms 
7,(x) aus: ee ee 

7,(0) — + a ® 
ge 

Hierauf wendet er den Parsevalschen Satz, eine Integraldarstellung für Whittakersche 
Funktionen sowie eine operatorische Darstellung der Weberschen Funktionen D an 
und erhält die Formel: 
= —1 

2/8 n—1 nm 07 (nr +°5-) 

En) -meD-(2e) de = = 


r=0 ae) (n- r+ 5 + 1) 
0 


Durch eine Abwandlung der zuerstgenannten operatorischen Darstellung gelangt er 
zur Integralformel: 


= n—il 2 
u) In,(0)#""In—r+Y)e? 
/ Fe De - r! = va P-mrli22). 
r=0 


Nachdem er auf analoge Weise noch eine Integralbeziehung zwischen den Angelescu- 
schen Polynomen und den Weberschen Funktionen abgeleitet hat, gelangt Verf. auf 
ähnlichem Wege zu Integralbeziehungen zwischen den genannten Polynomen und 
Laguerreschen Funktionen sowie konfluenten hypergeometrischen Funktionen. Er 
erwähnt, daß diese Integralbeziehungen auch solche mit Sonineschen Funktionen ent- 
halten. Hierauf wendet Verf. sich der Auswertung unendlicher Integrale zu, deren 
Integranden Produkte Besselscher Funktionen und Angeleseuscher Polynome enthalten. 
Es ergeben sich abbrechende Reihen, deren Glieder Laguerresche Funktionen ent- 
halten. In analogen Fällen ergeben sich weiterhin Ausdrücke für unendliche Integrale 
der genannten Art in Form abbrechender Reihen, deren Glieder konfluente hyper- 
geometrische Funktionen enthalten. Zum Schluß leitet Verf. eine Reihe von Rekur- 
sionsformeln für die genannten Polynome ab, die als Koeffizienten Laguerresche Funk- 
tionen enthalten. M.J.O. Strutt (Eindhoven). 

Feldheim, Ervin: Trasformata di Hankel di funzioni di Whittaker. Ann. Scuola 
0 rm. super. Pisa, II.s. 10, 103—114 (1941). 

Verf. geht von einer Integralumwandlung der Appellschen hypergeometrischen 
Funktionen mehrerer Veränderlichen aus, die er früher hergeleitet hat [dies. Zbl. 24, 
32, Formel (2,)]. Hier gewinnt er die Ausbeute an Sonderfällen, die sie bei besonderen 
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Werten der Parameter und geeigneten Grenzübergängen gewährt. Durch solche ge- 
langt er von ihr aus zu den beiden Formeln 


a) far-te-3,(2yr3) Jul2Yz2)dx 

APRRH Rt UT HD Ta Hg DH Kur: vrl,uat1;  ,—2, 
(2) far -terru-n 7,2 yay) Mymlr2)di 
N 3—k+m;v-+1, 


2m +1; —y, 22]. 
Sie gelten unter den Annahmen 


(1.1) Rv>—l, NKu>—ı, KKR+tr+um)]>0 
bzw. 
(2.1) Rev>—1l NRem+u+3ib+1]>0; 


Y, und Y, sind Humbertsche konfluente hypergeometrische Funktionen. In (1) ent- 
wickelt Verf. X, nach N-Funktionen; diese gehen für A=1-+ %(u — v) in Laguerre- 
sche Polynome L/”(z) über, und man erhält eine Erzeugende der Lf”(z) in Integral- 
gestalt, die bei der weiteren Besonderung u =» die bekannte Erzeugung der Lf”(z) 
durch eine Besselsche Funktion liefert. — Aus (2) findet Verf. z.B. füru = 3,9» = 2m, 
Rem>—}, z>} die Formel 


(3) fe exp[—x(1 — 2)] Jam (2 xy) Mı,m(222)dx 
0 


— exp[zi($ — k+ m)](2z — 1*y-texp[—y(z — 1)/(22 — 1]M;,m[2y2/(22— D)] 

und eine entsprechende (4) für z</ 3; er merkt von (3) den Sonderfall z2=1 an. — 
Man kann auch Y, in (2) nach M-Funktionen entwickeln und kommt in besonderen 
Fällen zu (3), (4) zurück. Entwickelt man 7, nach Gaußschen hypergeometrischen 


Funktionen, so ergibt sich der Wert des Integrals f e-® 24 J,(2 Yey) L’®(x)dx, aus- 


0 
gedrückt durch eine Funktion ‚F,; daraus läßt sich eine Integraldarstellung der Her- 


miteschen Polynome herleiten, a 
yr=texp(— 2) Hzn(y) = n! "+! fexp(—a2)ar +37, _,(2Yzy) L„(@)da 
f) 
and ähnlich für H3„;1(y). — Verf. verallgemeinert dann (2) zu dem von ihm schon 


a.a.O. bestimmten, von drei Veränderlichen abhängigen Integral 
Ser - le-=1-u-2J, (2 Yey) M;,m(222)M,,„(2st)dx. 
0 


(Die von ihm dort angegebenen Werte dreier anschließender Integrale zieht er hier zu- 
rück, darunter den des in dies. Zbl. 24, 33, Zeile 5 angeführten.) Ferner berechnet er das 


Integral [a "1027, (2 Yry) Ju (2 Yzy) L®(x)dx, das fürn =0 auf ein von ihm hier 
0) 


schon früher gefundenes zurückkommt. Koschmieder (Graz). 
Arorian, Leo A.: Continued fraetions for the incomplete Beta function. Ann. math. 
Statist. 12, 218223 (1941). 
Bemerkungen über verschiedene Kettenbruchentwicklungen für den Pearsonschen 
B-Quotienten I,(p, q), insbesondere über ihre Eignung zur numerischen Berechnung 
dieser Funktion. Schoblik (Brünn). 
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Funktionentheorie: 


Walsh, J. L.: On the degree of convergence of sequences of rational funetions. 
Trans. Amer. Math. Soc. 47, 254—292 (1940). 

Die Untersuchungen des Verf., welche er in seinem Buch besonders in Kap. VALl 
und IX dargestellt hat (Amer. math. Soc. Collogquium Publ. XX, 1935; dies. Zbl. 13, 59), 
werden in bezug auf die Interpolation einer gegebenen analytischen Funktion durch 
rationale Funktionen mit vorgeschriebener Polfolge, bzw. beste Approximation mit 
verlangten Extremaleigenschaften in verschiedenen Richtungen ins einzelne weiter- 
geführt und verschärft. Ganz besonders wird der Begriff maximaler Konvergenz auf 
Folgen rationaler Funktionen ausgedehnt, und es gelingt dafür in befriedigender Form 
die volle Analogie zu dem l.c. behandelten Sonderfall der Polynome auszubauen. 
Maximale Konvergenz erweist sich dabei als eigentümlich für eine ganze Reihe der 
bekannten Extremalforderungen. Eingehende Prüfung findet der Einfluß der An- 
ordnung der Interpolationsstellen auf die Gleichmäßigkeit der Konvergenz, sowie die 
maximale Konvergenz bei Interpolation in den sog. Fekete-Shen-Punkten (l.c. p. 249ff.). 
— Der recht umfangreiche Wortlaut der Sätze verbietet eine nähere Wiedergabe. 

Ullrich (Gießen). 

Walsh, J. L.: Note on the degree of eonvergence of sequences of analytie funetions. 
Trans. Amer. Math. Soc. 47, 293—304 (1940). 

Auf Grund einer für Konvergenzbetrachtungen geeignet angeschriebenen Fassung 
des Prinzips der harmonischen Majorante (als n-Konstantensatz) gibt die Arbeit einen 
einfachen und unmittelbaren Beweis für einen sehr allgemeinen Konvergenzsatz, der 
geeignet scheint, eine lange Reihe von Einzelergebnissen des Verf. aus einer einheit- 
lichen Quelle abzuleiten. Es handelt sich um Interpolation und beste Approximation 
einer Funktion /(z), die in einem Gebiet &, analytisch ist, welches durch eine Niveau- 
kurve 0 einer Zweikonstantenbelegung des Randes von © abgetrennt ist, ohne daß 
/(z) in einem &, mit oe <o’<1 noch analytisch wäre. Das Prinzip der harmonischen 
Majorante (Zweikonstantensatz) liefert dann quantitative Aussagen über Näherungen, 
z. B. in Richtung auf maximale Konvergenz (vgl. das vorstehende Referat). Für Grenz- 
fälle hält Verf. allgemeinere Mittel als den Zweikonstantensatz für erforderlich. 

Ullrich (Gießen). 

Walsh, J. L., and W.E. Sewell: Note on degree of trigonometrie and polynomial 
approximation to an analytie funetion, in the sense of least p{k powers. Bull. Amer. Math. 
Soc. 46, 312—319 (1940). 

(Vgl. dies. Zbl. 20, 213.) Die dortigen Ergebnisse der Verff. bezogen sich auf 
Approximation im Sinne von Tschebyscheff. Hier werden entsprechende Aussagen 
angestrebt unter Messung der Approximationsgüte durch das Integral über die p-te 
Potenz des Fehlers. Ullrich (Gießen). 


Walsh, J. L., and W. E. Sewell: On the degree of polynomial approximation to 
analytie functions: Problem 89. Trans. Amer. Math. Soc. 49, 229—257 (1941). 

Sei E eine abgeschlossene beschränkte Punktmenge, K ihr Komplement, @(z, y) 
die zugehörige Greensche Funktion mit Pol oo, C, die Schichtlinie G=loge >0. In 
einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 23, 403) prüften die Verff. die Abhängigkeit des Kon- 
vergenzgrades (auf E) gewisser (Interpolations-) Polynomfolgen p,(z) — f(z), wenn f(z) 
im Inneren eines gewissen CO, analytisch ist, auf dem Rande C', aber gewisse Stetig- 
keits- bzw. Lipschitzanforderungen erfüllt. Jetzt werden bei Annäherung an C, ein 
langsames Unendlichwerden von f(z) gestattet und Näherungsaussagen vom Typus 

D& 

I) - me) SM CE 
gewonnen; M = konst. in bezug auf n, z, aber abhängig von E und 0; pP, & sind Para- 
meter, die das Verhalten von f(z) auf C, kennzeichnen (Unendlichwerden bzw. Lip- 
schitzcharaktere). Verff. entwickeln eine Stufeneinteilung von Funktionen, die dem 
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Problem vorzüglich angepaßt ist: Sie ruht auf Lipschitzcharakter bzw. asymptotischem 
Verhalten und ist so getroffen, daß: 1) Integration und Differentiation aus jeder Klasse 
in eine bestimmte andere führt; 2) jeder Klasse ein bestimmter Approximationsgrad 
Pn > zukommt; 3) jeder Approximationsgrad einer Polynomfolge die Grenzfunktion f 
einer bestimmten Klasse zuweist. — Aufgaben dieser Art werden (in Weiterführung 
bekannter grundlegender Ergebnisse von de la Vall&e Poussin und Serge Bern- 
stein) für Strecke, Ring, x-Achse und auch für abgeschlossene Jordanbereiche durch- 
geführt; isolierte Singularitäten für f(z) werden berücksichtigt; die Übertragung auf 
verschiedene Messungsweisen der Näherungsgüte wird skizziert. Ullrich (Gießen). 

Greenwood, R. E.: Hankel and other extensions of Diriehlet’s series. Ann. of Math., 
II. s. 42, 778—805 (1941). 

In Verallgemeinerung der Dirichletschen Reihen 


(1) Da,e DELL << nen, oo; s=o+tinl) 


n=1 


betrachtet Verf. „modifizierte Exponentialreihen“ (2) D’a„e”’rs@(A,s), wo G@(z) 
n=1 
eine Funktion bedeutet, die in Rz > 0 analytisch ist, in jeder Halbebene Rz > 2, > 0 


| 


beschränkt ist und die für große |z| eine asymptotische Entwicklung der Form 


b 5 
G@)>b,+ . + -- +... mit 5,=0 zuläßt. Dazu gehören speziell die 


„Hankelschen Reihen“ (3) N anlil,s)? HR (Ay) = >’ ane=’n® A,M,(A,s) mit 
n=1 on= 


28 ı en 
4,=(z) ee 


Die bekannten Konvergenzeigenschaften der Dirichletschen Reihen (1) übertragen sich 
unter Beschränkung auf As >0 auf die modifizierten Exponentialreihen (2), ins- 
besondere besitzen auch sie eine Konvergenzabszisse &, eine Abszisse absoluter Kon- 
vergenz ß und eine Abszisse gleichmäßiger Konvergenz y, für de a<y=<ß gilt. 
Dabei weist eine Reihe (2) jeweils dasselbe Konvergenzverhalten auf wie die mit den- 
selben Koeffizienten gebildete Reihe (1): Ist (1) an der Stelle s, = 0, + it, (0, > 0) 
konvergent bzw. absolut konvergent, so ist an dieser Stelle auch (2) konvergent bzw. 
absolut konvergent und umgekehrt; ist (1) in der Halbebene Rs=o,>0 gleich- 
mäßig konvergent, so auch (2) und umgekehrt. Für & und ß gelten danach die aus 
der Theorie der Dirichletschen Reihen bekannten Formeln. — In der Konvergenz- 
halbebene stellt eine Reihe (2) eine analytische Funktion g(s) dar, deren Ableitungen 
sich durch gliedweise Differentiation der Reihe ergeben. In einem Punkt s, der Kon- 
vergenzgeraden, in dem die Reihe (2) noch konvergiert, ist g(s) stetig bei Annäherung 


1 
und M,(z) = feww-ill = =) au. — 


längs jedes in einem Winkelraum |arc(s — s,)| <= y< 5 verlaufenden Wegs. Auch 


der Eindeutigkeitssatz gilt für Reihen (2) in der Form, daß zwei in demselben Punkt 
Sp = 09 + to (09 > 0) konvergente Reihen D’anersG (Ans) und > bne”’r3@(A,s) 
identisch sind, wenn ihre Werte in unendlich vielen Punkten eines Winkelraums 
larc(s — s,)| <y< = übereinstimmen. — Speziell für Hankelsche Reihen (3) wird 


die Frage nach den Singularitäten der durch die Reihe dargestellten Funktion k(s) auf 
der Konvergenzgeraden aufgeworfen. Ist v=# und hat die Reihe (3) mit der Kon- 
vergenzabszisse & > 0 lauter nichtnegative Koeffizienten a,, so ist s= «& singulärer 
Punkt von h(s). — Schließlich gewinnt Verf. noch zwei Analoga der Koeffizienten- 
darstellungsformel für Dirichletsche Reihen, z. B.: Ist(2) ander Stelles,=0,+ it, (09>0) 
konvergent und ist u <@®< Ay;ı, so gilt fürc=o, 


c+ix 4 ' n c+i% d 
1 (mo e 
rllöker — Ini an [e (im IEF(AmS) rg 
e- io m=1 c—-i® F. Lösch (Rostock). 


o 
Zentralblatt für Mathematik. 25, 21 
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Dufresnoy, Jacques: Sur une nouvelle d&monstration d’un thöoreme d’Ahlfors. 
C. R. Acad. Sci., Paris 212, 662—665 (1941). 

Voranzeige einiger Ergebnisse der nachstehend besprochenen Arbeit. Ullrich. 

Dufresnoy, Jacques: Sur les domaines eouverts par les valeurs d’une fonetion 
möromorphe ou alg&broide. Ann. Ecole norm., III. s. 58, 179—259 (1941). 

In dieser Pariser These wird eine Gesamtdarstellung der Ahlforsschen Theorie der 
Überlagerungsflächen gegeben. Der Verf. beschränkt sich dabei auf denjenigen Me- 
thodenteil, welcher nur von Länge und Flächeninhalt in Kugelmetrik getragen wird 
[also wie in Ahlfors, Acta math. 65, 157—194 (1935); vgl. dies. Zbl. 12, 172], geht 
aber nicht auf die spätere Einführung der Krümmungsbegriffe ein (dies. Zbl. 17, 36). 
Der metrisch-topologische Beweisteil erfährt dabei eine sehr geschickte Neu- 
gestaltung. Der Sonderfall des klassischen Picardschen Satzes wird herausgehoben, 
und es ergibt sich ein außerordentlich einfacher Beweis (zugleich für die Sätze von 
Landau und Schottky). Auch der Fall des Ahlforsschen Dreischeibensatzes 
(zuerst dies. Zbl. 3, 407) findet eine sehr einfache Sonderbehandlung. Dabei gelingt 
es, auf elementar-geometrische Bemerkungen gestützt, die bei Ahlfors offen gelassene 
allgemeine Konstante k > 0 explizit einzutragen. Hier, wie im allgemeinen Falle (wo 
aber k nur bei speziellen Konfigurationen der Scheiben bestimmt werden kann) werden 
von vorneherein auch beliebig-zusammenhängende Überlagerungsflächen 
mit berücksichtigt: Das ermöglicht es, nicht nur die Theorie der meromorphen, 
sondern auch die der algebroiden Funktionen einzuschließen; freilich be- 
schränkt der Verf. die spätere Untersuchung der Algebroiden auf den allgemeinen 
Fall, wie er sich durch formale Verallgemeinerung der Theorie der meromorphen Funk- 
tionen (v = 1), Defektschranke 2, auf v-deutige Algebroiden, Defektschranke 2», ein- 
stellt; er geht nicht auf die vom Ref. zuerst erkannte Tatsache ein; daß auch bei 
Algebroiden die Defektschranke 2 nur in „‚ganz seltenen Fällen‘ überschritten werden 
kann (dies. Zbl. 1, 147; 3, 212); daraus ergibt sich für den ‚Normalfall‘ der Algebroiden 
eine Fassung der Scheibensätze, die den Aussagen bei meromorphen Funktionen gleich- 
kommt. — Kap. II und III bringen Anwendungen auf meromorphe Funktionen und 
führen aus, wie man von der Theorie der Überlagerungsflächen zu den klassischen 
Wertverteilungssätzen kommt: Picard, Landau, Schottky (auch Analoga mit 
Scheiben- statt Punkt-Voraussetzungen), Defektrelation, Scheibensätze, Normalitäts- 
kriterien, Koebescher Verzerrungssatz. Ferner wird ein neuerer interessanter Satz von 
Valiron (Actualit&s scient. et industr. Nr 570; dies. Zbl. 19, 419) eingeordnet, der es 
ausschließt, daß neben zwei Picardschen Ausnahmewerten a,, a, einer in |2|< 1 mero- 
morphen Funktion f die Ableitungen /’ in einer Sorte b von f beschränkt bleiben. Dabei 
werden die Konstanten zwar explizit mitbehandelt; doch bleiben die Ergebnisse in die- 
ser Richtung noch sehr weit hinter den klassischen Werten der funktionentheoretischen 
Methoden zurück. Kap. IV dient ähnlichen Einzelausführungen bei Algebroiden; es 
schließt mit der Behandlung des Sonderfalles » — 2, in der Absicht, eine für den All- 
gemeinfall noch nicht befriedigend erledigte Frage abzutasten. Ullrich (Gießen). 


Dufresnoy, Jaeques: Sur les th&or&mes fondamentaux de la th6orie des courbes 
meromorphes. ©. R. Acad. Sci., Paris 211, 628—631 (1940). 

Skizzierende Anzeige eines neuen einfacheren Beweises zu dem Weylschen dritten 
Hauptsatz über meromorphe Kurven [Ann. of Math., II. s. 30, 516—538 (1938); dies. 
Zbl. 19, 172]. Es wird der Grundgedanke benutzt, eine Einheitsmasse über die Hyper- 
sphäre zu verteilen und die Dichtefunktion 0 passend einzurichten: 


wi 1 
= A [1 [Fa logäfeaf 


(im Anschluß an die Weylsche Bezeichnungsweise) führt zum III. Hauptsatz, eine 
etwas abgerundete Dichte erlaubt es, Ergebnissen von H. Cartan nahezukommen. 
Ullrich (Gießen). 
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Teiehmüller, Oswald: Über Extremalprobleme der konformen Geometrie. Deutsche 
Math. 6, 50-77 (1941). 

Verf. skizziert während eines Urlaubs vom Kriegseinsatz in Eile und ohne Einzel- 
ausführung einige seiner Ideen, welche einen Kranz von Extremalaufgaben der kon- 
formen Abbildung durch einheitliche (aber bisher nicht bewiesene) Prinzipien angreifbar 
erscheinen lassen. Die Aufgaben ranken sich um manches Bekannte wie Grötzschs 
Arbeiten, und die Untersuchungen zum Koeffizientenproblem der schlichten Abbildung 
sowie die Millouxsche Aufgabe. Die Gedankenrichtung ruht auf der Akademieabhand- 
lung des Verf. (Extremale quasikonforme Abbildungen und quadratische Differentiale; 
Abh. preuß. Akad. Wiss. 1939, Math.-naturwiss. Klasse Nr 22; dies. Zbl. 24, 333). 

Ullrich (Gießen). 
Fastperiodische Funktionen: 


Lewitan, B.: Über eine Verallgemeinerung der stetigen fastperiodisehen Funktionen 
von H. Bohr. Ann. of Math., II.s. 40, 805—815 (1939). 

Eine relativ dichte Menge & ganzer Zahlen heißt fastperiodisch (Besicovitch), 
wenn es zu jedem e>0 eine solche Zahl J/>0 und eine solche relativ dichte Teil- 
menge & von & gibt, daß für jedes Intervall (a,b) mit b — a > J die Punkte von & 
aus (a, b) nach Verschiebung um irgendeine Zahl aus & wieder in Punkte von & über- 
gehen mit höchstens e(b — a) Ausnahmen. — Eine in —o < 2< + oo stetige Funk- 
tion f(x) heißt N-fastperiodisch, wenn es zu jedem Paar e>0, N >O0 eine solche 
fastperiodische Menge ganzer Zahlen &E={t(&,N)} gibt, daß |f(x« +) - f(a)|<e 
für alle aus E und |x|< N gilt. Jede im Bohrschen Sinne fastperiodische (fp.) Funk- 
tion ist auch N-fastperiodisch, aber nicht umgekehrt: ist z.B. f(x) fp. und positiv, 
kommt aber der Null beliebig nahe, so ist 7 
weil nicht beschränkt. Es wird der folgende Fundamentalsatz bewiesen: f(x) 
sei N-fastperiodisch, für alle reellen A existiere a(A) = M {f({x)e-'*=}, und es sei 

+7 


lım = f \/{z)|?d&x < oo. Dann besitzt f(x) eine Fourierreihe (nicht jede N-fastperi- 
T>o 
7 


N-fastperiodisch, aber nicht fp., 


odische Funktion besitzt eine), und zu jedem Paar &>0, N >0 gibt es ein trigono- 
metrisches Polynom P(z) mit |f(z) — P(x)|<e für |x|< N, bei dem nur Fourier- 


exponenten von f(x) verwendet zu werden brauchen. — Unter den gleichen Voraus- 
setzungen gilt der Eindeutigkeitssatz: Besitzen zwei N-fastperiodische Funktionen 
identische Fourierreihen, so sind sie selbst identisch. — In einem zweiten Teile wird 


gezeigt, daß beschränkte Lösungen linearer Differentialgleichungen mit fp. Koeffi- 
zienten unter recht allgemeinen Bedingungen N-fastperiodisch sind. 
Theodor Kaluza jun. (Berlin-Babelsberg). 

Krein, M., and B. Levitan: On some minimum-problems in the elass of Stepanoff 
almost periedie funetions. Commun. Inst. Sci. Math. et Mecan., Univ. Kharkoff et Soc. 
Math. Kharkoff, IV. s. 17, 111—124 (1940). 

Unter den Hilfssätzen verdient der folgende Erwähnung: Unter sehr allgemeinen 
Voraussetzungen ist mit einer fastperiodischen (stets im Stepanoffschen Sinne) Funk- 
tion auch ihr Signum fp. Das Hauptergebnis ist: 1. Es seien a,,b,,..., 4, d, und 
0<A,<A,<--- <A, reell gegeben, und ® sei die Menge aller Polynome 


n 


Pt) — I (& cos Azt + N% sin A;t) mit 2 (Si + banK) = le 
ns 1 
Das Minimum 3 Min MP) } 


wird dann und nur dann für ein P(t) = P,(t) angenommen, wenn 
M!sign P (t) cosA,t} = uaz, 
In M sign P„(t) sin/.t} = ub; 
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ist. Durch die Gleichungen (1) ist w seinerseits eindeutig bestimmt. Ferner ist 
+7 

= lm Min fiıro ldt. 2. Sei © die Menge aller reellen beschränkten fp. Funk- 
T>o % Da n 


tionen (t), für die M{p(t) cosA,.t} = a, et 
M{o(t) sinA.t} = br a 
ist; dann gibt es darunter ein @,(f) mit 


MT je. Me tu m 


und zwar ist notwendig und hinreichend: 9, (f) = a sign P„(t) (fast überall). Es werden 


ferner Spezialfälle diskutiert und eine Verallgemeinerung gegeben. 
Theodor Kaluza jun. (Berlin-Babelsberg). 


> 


“= 
u 


Gewöhnliche Differentialgieichungen. Differenzengleichungen: 

Karapandjiteh, 6.: Conditions d’integrabilit& de l’&quation de Riecati. Bull. Acad. 
Roy. Belg., V.s. 26, 305—313 (1941). 

Besteht in der Riccatischen Differentialgleichung y’ = f(x) y? + g(z2)y + h(x) 
zwischen den Koeffizienten eine der Beziehungen 


h= je2Jrd2(a + bfhe-Srdran)” 
oder “ n=jeStde(a + dffeSedzda)”, 
soist y=& + eine Lösung, wo & durch die Gleichung &® — ab +1=0 bestimmt 


ist. Damit kann die Riccatische Differentialgleichung durch Quadraturen gelöst 
werden. Dieses auch mittelbar zu verifizierende Ergebnis leitet Verf. mittels einer 
von Saltykow angegebenen Berührungstransformation her. Weiter wird eine von 
Bougaeff angegebene Integrierbarkeitsbedingung verallgemeinert, und es wird an- 
gegeben, wie man weitere, durch Quadraturen lösbare Fälle erhalten kann. Kamke. 

Zwirner, Giuseppe: Problemi al eontorno per l’equazioni differenziali ordinarie del 
terzo ordine: teoremi di esistenza e di unieitä. Atti Ist. Veneto Sci. etc. 99, 263—27 
(1940). 

Verf. gibt einen elementaren Beweis dafür, daß die Randwertaufgabe 
(1) V"ieyyYy) ya, Yyoa=y yO)=ß (a<ce<b 
immer lösbar ist, wenn / stetig bez. (y, y’, y’’) und meßbar bez. x in 

S:ası=sd, |y<+to, |yYl<+o, |yYl<+to 
ist, und wenn außerdem |f(x, y, y';. y’)| <x(x) gilt, wobei (2) na<x=<b sum- 
mierbar ist. Daraus folgert Verf. Verallgemeinerungen einiger schon bekannter Sätze. 
Weiter wird folgender Eindeutigkeitssatz bewiesen: Die Randwertaufgabe (1) besitzt 
höchstens eine Lösung, wenn f 1) stetig in S ist, 2) einer Lipschitz-Bedingung bez. 
y, y', y'' genügt, 3) bez. y’ zunehmend und bez. y’’ nicht abnehmend in 8 ist, 4) bez. y 
nicht abnehmend für c=x=b und nicht zunehmend für a<r<c in $ ist. 
@G. Scorza Dragoni (Padova). 

Cinquini, Silvio: Sopra il problema di Nicoletti per i sistemi di equazieni differenziali 
ordinarie. Ann. Scuola norm. super. Pisa, II. s. 10, 127—138 (1941). 

Verf. beweist, unter Anwendung eines Näherungsverfahrens, folgenden Satz: 
Fi, Yı> - - -» %n) seien bezüglich x meßbar und bezüglich (yı,..., y,) stetig in 7: 

n 


a=xr=b,|y|<+ (i=]1, ...,n); außerdem sei |f;(z, %ı, ---, Yn)| <Diyi,,(e)|yjl+ Ye), 
1 
wo die Funktionen y;(z) und y,, ,‚(x) nicht negativ und summierbar aufa<x<bsind, mit 


b b 
(0) (1) (n-1 ; 
ar <>... >, wenn = [y,,()dzfürrs,cd, = [y,,()da—1, 
a a 
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Im) _ „(m-1) „m-1) (m-D „( Ji= 
Mr Ba besitzt die Randwertaufgabe 


Y(2) = > Yı(a ar ı(d), Je) Yn(t ))dt, Yi(a;) —— b; 


a 
wenigstens eine auf a<r=b definierte Lösung. Dasselbe gilt, wenn Set, U 


Ü) 
oder wenn 2 Gr (ieh turss>el....n, Verf: Des ner seinen San auf 


Systeme e folgenden Typus y’(z) = yl) (a) ) HH NE 
Yn(d) ; ..-, yO)(t))dt. — Alle diese Resultate sind auch olserungen eines topologischen 
Satzes von Caccioppoli [Rend. Accad. naz. dei Lincei, VI. s.13, 498—502 (1931): 
dies. Zbl. 2, 32]. a Scorza Dragoni (Padova). 

Butlewski, Z.: Sur les zeros des intögrales reelles des @quations differentielles 
lineaires. Mathematica, Timisoara 17, 85—110 (1941). 

Die bekannten Trennungs- und Vergleichssätze Sturms für eine lineare, homo- 
gene Differentialgleichung zweiter Ordnung werden auf lineare Systeme 


(1) (tt) = Pie +@l)y, YA) = Rlt)c + S(t)y 


mit Koeffizienten P(t),...,S(t) übertragen, die im Intervall a <t = b stetig sind. — 
Wird für stetig differenzierbare Funktionen 9, (t), @;(t) 


Wı 9 = (Mi+ Por + Rp)p — (RB + Qpı + Sp)pı 

gesetzt (das ist hier in anderer Form wiedergegeben), so gilt: I. Ist {p,, 95} # 0 und 
x(t), y(t) eine eigentliche Lösung von (1), so hat D(t) = xp, + y9, nur endlich viele 
Nullstellen in (a, 5b). II. Ist {p,, 95} #0 und sind z,(t), yı(t) und (kt), Ya(t) zwei 
linear unabhängige Lösungen von (1), so trennen die Nullstellen von dB, = 2,9, + Yı®s 
und D, = 1,9, + 499, einander. — Für 9, =1,9,=0 undo, =0,9,=1 ergeben 
sich bekannte Sonderfälle. V. Ist 9,9 — 9% #0, {91,9} #0, {y,, v3} #0, so 
trennen die Nullstellen von ®B=x9, +ygp, und Y= xy, + yy, einander. Für 
o,=1 mR}=0, v=0, Ww=1 ergeben sich wieder bekannte Sonderfälle. 
VIII. Kommt zu den Voraussetzungen von V noch {p,,@s}  fyı, ws} <O hinzu, so 
hat DY höchstens eine Nullstelle; hat der eine Faktor eine Nullstelle, so ist der andere 
Faktor ohne Nullstelle. — Von den Vergleichssätzen sei der folgende angeführt: 
IX. Im Intervall a<t=b seien P,(t),...,S,(t) stetig (v = 1,2); ferner sei 


t t 
Q, exp [ (8, — P,)dt = Q, exp [ (8, — Pı)dt>0, 

(2) ., gr 
R, exp [(P, — S,)dt <= R,exp [(P, — Sı)dt. 


Weiter sei z,(t), 4,(t) eine eigentliche Lösung des Systems %,= PP, +): 
Yy, = R,z, + 8,y, und entweder z,(a) =0 oder 
t 


a2 0, le) El, une exp IK —S)d= ya) fr, — 8,)dt 


7 x (a), 
a 


Dann gilt folgendes: z,(t) hat in a <t z b mindestens ebenso viele Nullstellen wie 
x, (t); sind t„, 7, die n-ten Nullstellen von z,, &,, so ist m < ty; es ist sogar Tu < tn, 
wenn an er einer Stelle des Intervalls a <t<t, 


Qresp 18, — Pydt> ep | (6 — P,)dt 2 I2|+i%|>0 
oder Ruesp|(P, Tspar< emp] (P, — S,)dt 


ist. Die letzte Bedingung ist he etwas anders ee dort fehlt die in (3) auf- 
tretende Ungleichung |R,| + |R,| > 0, die aber beim Beweise wohl nicht entbehrt 
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werden kann. — Zur Ergänzung der Literaturangaben vgl. E. Kamke, Differential- 
gleichungen: Lösungsmethoden und Lösungen, 8. 1241. Leipzig 1942. E. Kamke. 
Ghizzetti, Aldo: Il calcolo degli operatori nello studio dei problemi teeniei. (2. Con- 
vegno di Matematica Applicata, Roma 1939.) Questioni Mat. appl. 127—143 (1940). 
Verf. bespricht einige Anwendungen des Verfahrens der Laplace-Transformation 
bei der Theorie der elektrischen Ströme mit konzentrierten oder verteilten Konstanten; 
im ersten Falle handelt es sich um die Integration eines Systems linearer Differential- 
gleichungen mit konstanten Koeffizienten vom Typus 


n 
D (nf + Rule + 7, [hOA)=V) Wh... 
ek 
k=1 
bezüglich dieses setzt Verf. in einem Spezialfalle einen eigenartigen Umstand aus- 
einander, der sich bei der Vorgabe der Anfangsdaten einstellt und der in einer anderen 
Arbeit (A. Ghizzetti, dies. Zbl. 20, 303) von ihm untersucht worden ist. Dann wird 
das Fortpflanzungsproblem längs einer Leitung mit verteilten Konstanten, die auf der 
einen Seite mit einer vorgegebenen Spannung V(t) versehen, auf der anderen mittels 
einer Impedanz Z abgeschlossen wird, behandelt; Verf. gibt die explizite Lösung mittels 
d-Funktionen an im Falle, daß die Induktanz der Leitung vernachlässigt werden kann 
und sie mittels eines Kurzschlusses (Z = 0) geschlossen wird. M. Picone (Roma). 
Cesari, Lamberto: Sulla stabilitä delle soluzioni dei sistemi di equazioni differenziali 
lineari a coeifieienti periodiei. Atti Accad. Italia, Mem. 11, 633—695 (1940). 
In der vorliegenden umfangreichen Abhandlung untersucht Verf. eingehend das 
Stabilitätsproblem der Lösungen des Differentialsystems 
n 
Y(®) > (an + APin(&)) yn(2), Geha En) 
in dem die @;,(x) periodische Funktionen mit dem Mittelwert O und A einen reellen 
Parameter bezeichnen. Mittels einer vom Verf. eingeführten Abänderung des Liou- 
villeschen Algorithmus beweist Verf. u. a. die beiden folgenden Verallgemeinerungen 
früherer Ergebnisse: 1) Es seien a;, (i, A=1, 2) reelle Konstanten, y;,(2) (, A=1, 2) 


seien reelle periodische Funktionen der Periode 7 = 2% der reellen Veränderlichen zT, 
und es gelte z > 


+ i 
[van@dde=0, yıla)= Dametos; 
6 — 3 


A sei wieder ein reeller Parameter; die Wurzeln 0,,_0, der algebraischen Gleichung 
(a1 — 0) (ag — 0) — 4129, = 0 seien komplex konjugiert mit 0,,% =a-tio, 
o>0,&=0, und für jede ganze Zahl m gelte mw = 20, m=1,2,...; dann gibt 
es eine Zahl A, >0 derart, daß für jeden Wert || <A, die Lösungen des Systems 


+ oo 
len. <o, Gh=]1, 2); 


(2) Ki = [a,ı + Ayııla)lyı + [aa + Ayıa(®)] Ya; 
en. y = [a1 + Aysı(@)]yı + lag + Aypga(&)] Ye 
stabil sind. — 2) Die (2) Wh=1,2,...,n) seien reelle periodische Funk- 


£ . 2 
tionen der Periode 7 = — und erfüllen eine der beiden folgenden Bedingungen 


a) vın(a) = Yanl-2) ,Wh=1,2,...,n) oder b) Yr(2) = vl) ,h=1,2,...,n), 


wobei 


T + f +00 
[vita da =, Yir(®) au > ka <®, (%, h= 1; 2, “.. N); 
Se 1 


A sei ein reeller Parameter, 01,0g,..., 0„ seien reelle positive verschiedene Konstanten 
derart, daß für jede ganze Zahlm mo # 20,0, +0, (üj=l,...,n; mzelsar a) 
gilt. Dann gibt es eine Zahl A, > 0 derart, daß für jeden Wert |A] < A, die Lösungen 
des Differentialsystems n 
j Y; + Ft 12 Vino) yala) = 0 G= 15 2, ..n rn) 


stabil sind. M. Picone (Roma). 
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Simonart, Fernand: L’öquation differentielle des söries hyperg&omeötriques d’ordre m 
et ses 12 m integrales partieulitres. (Liege, 17.—22. VII. 1939.) C. R. Congr. Sci. 
Math. 93—96 (1939). 

Als hypergeometrische Reihe m-ter Ordnung (kurz H,,) wird erklärt jede Potenz- 


reihe PER mit 9=1, a,,41:,= Pu): +1)Q1n-ı(), wobei Pn(y) bzw. 


‚=0 

Qm-1(4) ganzzahlige Polynome m-ten bzw. (m — 1)-ten Grades in y sind, deren höchstes 
Glied den Koeffizienten 1 besitzt; Q,_,(y) soll keine nichtnegativen, ganzzahligen 
Nullstellen besitzen. Diese ZH, sind Spezialfälle von gewissen Potenzreihen, die vom 
Verf. früher [Ann. Soc. Sci. Bruxelles, I. s. 58, 115—123 (1938); dies. Zbl. 19, 15]; be- 
trachtet wurden. Jede H,„ genügt einer Differentialgleichung | 
Lay) + ar dl, — Ay d + + lim — Am-ı2)Y — Amy = 0. 
Besitzt die determinierende Fundamentalgleichung z. B. für x = 0 lauter verschiedene 
Nullstellen mit nicht ganzzahligen Differenzen, so hat die Differentialgleichung m 
verschiedene, auf vierfache Weise mit Hilfe von H,„ darstellbare Lösungen. Haupt. 

Malmquist, J.: Sur l’&tude analytique des solutions d’un systeme d’&quations diffe- 
rentielles dans le voisinage d’un point singulier d’ind&termination. 1. Acta math. 73, 
87—129 (1941). 

Sei das System vorgelegt: 


dy, 
(1) EB en, Yay ++, 445%) 


(hier und später läuft» von1,...,n), k positiv ganz, ®, regulär, eindeutig ausgebreitet 
auf der Polarkoordinatenfläche über O<|x|<r und für |y,|<r’, sowie B, — 0 für 
%; Y1> ---Y4n > 0;0,...,0. Es soll die Gestalt des Existenzgebiets & derjenigen 
Lösungen und deren analytische Darstellung in & untersucht werden, welche zu ge- 
wissen formalen Lösungen asymptotisch verlaufen. Im vorliegenden Teil I der Arbeit 
wird dabei stets an der Annahme festgehalten, daß die charakteristische Gleichung 
nur einfache Wurzeln s, habe. — $ 1 bringt neben der Behandlung von Existenz- 
fragen durch schrittweise Näherung eine Untersuchung vornehmlich solcher Lösungen, 
welche den Boutrouxschen solutions tronquees (defekte Lösungen) entsprechen. $ 2 
wendet die Ergebnisse auf das lineare System an und eröffnet einen neuen Zugang 
zu Horns Darstellung partikulärer Integrale durch Thomesche Normalreihen. Der 
Hauptteil der Untersuchungen, $ 3, gilt unter der Annahme, daß alle s, + O seien, 
denjenigen Lösungen des allgemeinen Systems, welche sich (auf dem Wege über das 
verkürzte lineare System) in der Gestalt 

(2) y=L+ > De ro. vr at = (,:% expQ,(-) 

st tonZ2 

gewinnen lassen; die CO, sind willkürliche, die r, aus dem System hervorgehende Kon- 
stanten, die Q, Polynome vom Grade k. Zwei Hauptfälle bieten sich dar: a) Die kon- 
vexe Hülle der s, schließt den Ursprung aus. Dann ergeben sich (im wesentlichen 
nach einem klassischen Vorgang von Poincare) die Konvergenzgebiete aus 


C,x’v exp(Q, (2) | m 


ZH ind 


als eine (unendliche) Folge von Sektoren & der Öffnung . In deren jedem stellt 


ein Reihensystem (2) die allgemeine Lösung dar, fortschreitend nach Potenzen der t,, 
während die Koeffizienten @ in & erklärte Funktionen von x sind. Zwei aufeinander- 
folgende Sektoren greifen über und ermöglichen so die Fortsetzung. b) Die konvexe 
Hülle der s, enthält den Ursprung: Dann werden die Reihen (2) im allgemeinen diver- 
gent.‘ Gleichwohl kann man zu partikulären Integralen vordringen, die nicht von 
allen i, abhängen; man setze dazu die 0,—0 für eine solche Teilmenge der v=1,...,n, 
daß die konvexe Hülle der verbleibenden s, den Ursprung ausschließt. Dann findet 
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ınan wieder konvergente Reihen in den verbleibenden t,, und diese Lösungen haben 
(von Ausartungen abgesehen) Existenzgebiete, die mit gewissen Sektoren bis an den 
Ursprung heranreichen (für die allgemeine Lösung braucht das nicht mehr zuzutreffen) ; 
nur solche Lösungen werden studiert: Sei @ <arge< 9” der größte Sektor, worin 
wieder |y,| <r’ bzw. |t,| < gilt, so gilt die Darstellung der Partikularlösungen im 


Sektor @' — T <age<o”+ = Der Fall 9’ =’ + bedarf u. U. näherer Er- 


örterung, die aber hier noch nicht durchgeführt wird; er ist z. B. für die Theorie der 
Painleveschen Transzendenten von Wichtigkeit. — Die Hauptsätze erfahren eine Er- 
gänzung durch die Aussage: Wenn die Koeffizienten in der Entwicklung von ®, nach 
Potenzen der y, in Abhängigkeit von x im Sektor & asymptotisch durch gewisse 
Potenzreihen dargestellt werden können, so gilt Entsprechendes für die Koeffizienten 
p(x) in der Lösung (2). Darüber werden nähere Angaben hergeleitet. Ullrich. 

Malmquist, J.: Sur P’ötude analytique des solutions d’un systeme d’&quations diffe- 
rentielles dans le voisinage d’un point singulier d’indetermination. 2. Acta math. 74, 
1—64 (1941). 

Im Teil II wird das System (1) — bei sonst gleichen Annahmen wie im vorstehenden 
Referat — im Falle mehrfacher Wurzeln s, der charakteristischen Gleichung unter- 
sucht; auch der Fall eines s = 0 wird berücksichtigt; die formalen Lösungen sind jetzt als 
(3) went (p=1 ganz) 
vorausgesetzt. Sind alle s, = 0, so erzielt Verf. Sätze von derselben Reichweite wie 
in I, während ein s = 0 Einschränkungen bedingt: Die Existenzgebiete der Lösungen 
brauchen nicht bis an x = 0 heranzureichen. — In Anlehnung an Hukuhara (dies. 
Zbl. 16, 305) und Horn (dies. Zbl. 19, 305) wird (1) auf folgende Normalform gebracht 

Rn 
Dre ey ++) + te DT + 
jei 
ea lerne 
für die ganzen k, ist, >k,>--->,>0; beis = 0 sind alle k, = k; die f, sind 
(u. U. verschwindende) Polynome, r, Konstanten, e,—=0 oder 1. Für die erstrebten 
asymptotischen Darstellungen sind die „singulären Richtungen“ hervorzuheben, wo 


—k 
az | =1 ist; ein Sektor , <pP<m+ > bildet den Kern des Darstellungs- 


gebiets; er wird in gewisser Weise erweitert zu einem Sektor £. Fallunterscheidung: 


—k 
In X hat a) jede der Funktionen e®»* ” einen Zielweg 0; b) wenigstens eine nur Ziel- 
wege oo. Für a) gibt es dann genau eine Lösung, für b) ein Büschel von Lösungen, 
deren as. Verhalten dem der formalen Lösungen (3) entspricht; durch Vorgabe ge- 
wisser x Anfangswerte in x, nahe O gelingt die Kennzeichnung der Einzellösung (Theo- 
reme 1—3). — Theorem 4 sichert für ein dem allgemeinen zugeordnetes lineares System 
die Reduktion auf kanonische Gestalt — unter wesentlicher Verbesserung gegen 


Hukuhara: hier treten stets Sektoren >r auf, während bei Hukuhara Unzukömm- 


- . * . 1 
lichkeiten durch sehr kleine Sektoren eintreten können. Die Lösungen des zugeordneten 


Linearsystems werden als zusammengesetzte Matrizen übersichtlich faßbar: Die 
Diagonalmatrizen enthalten Funktionen wie 


Hl) zw 

e (2) 2. 'Fr)(loge) (Q= Polynome, R = Konstanten). 
Für das allgemeine System werden schließlich die Lösungen in Entwicklung nach 
Potenzen der Lösungen t, des zugeordneten Linearsystems erhalten (Theorem 5 6). 
Wie in (I) ergeben sich dabei Fallunterscheidungen je nach der Lage des s, zu 0 bzw. 
für das Vorkommen eines s—= 0. — Verf. betont eine Reihe von Vorzügen, die seine 
Untersuchungen gegen frühere Arbeiten, insbesondere auch die von Trjitzinsky 


(dies. Zbl. 8, 255; 20, 123), abheben. Ullrich (Gießen). 
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Malmquist, J.: Sur l’ötude analytique des solutions d’un systeme d’&quations dif- 
Ierentielles dans le voisinage d’un point singulier d’indstermination. 3. Acta math. 74, 
109—128 (1941). 

In den vorstehend besprochenen Arbeiten gibt der Fall einer linearen Beziehung 
zwischen den Wurzeln s, der charakteristischen Gleichung 


(5) & — 9151 SP Pas InSn (9, ganz) 
Anlaß zu (Divergenz-) Schwierigkeiten, die mit dem Auftreten von negativen Potenzen 
und Logarithmen in den Entwicklungen der Lösungen zusammenhängen. Hier wird 
dieser Fall bei g,=0 ganz, I’ g,>2 besonders geprüft. Die Entwicklungen der all- 
gemeinen Lösung können zweckmäßiger gestaltet werden, indem an Stelle der Lö- 
sungen t, eines zugeordneten Systems linearer Differentialgleichungen die Lösungen r, 
eines Systems der Form (=]1,..., n) 


: dt, : 
(6) ei TE =, u + Ar, + 8%,_)+ Ga; T,...,%_)) 

zugrunde gelegt werden. G,=0 und 6, (>1) sind gewisse Polynome, in deren 
Exponenten die g, aus (5) erscheinen. Ullrich (Gießen). 


Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie: 


Ostrowski, Alexandre: Sur une classe de transformations difförentielles dans P’espace 
& trois dimensions. 1. Comment. math. helv. 13, 156—194 (1941). 
Ostrowski, Alexandre: Sur une elasse de transformations differentielles dans P’espace 
a trois dimensions. 2. Comment. math. helv. 14, 23—60 (1941). 
Ces memoires sont consacres & l’etude des transformations 
(1) E=£(g, Y: P5)5 N — ne, Y 93); ,j=12; ng, 
telles qu’on puisse exprimer x et les y,; en fonctions de &, n, et des derivees premieres 
des n, par rapport a £. Ici les y, sont des fonctions indeterminees de x. Tout d’abord 
Yau. montre que les expressions de &,n; dependent d’une möme fonction r(z, y;, P,) 
de p;. De la möme facon les x, y; dependent d’une möme fonction o(&, n;, 7;) de 


dni 
a — d 


. r est univoquement determinee par une @quation Pfaffienne ds = 0 d’un 


type special (oe par do = 0). Alors la transformation (1) se reduit a une transformation 
ponctuelle entre deux espaces & 4 dimensions (x, %,r) et (&,n,, 0), satisfaisant & la 
condition da —= uds. Ües formes adjointes ds et da peuvent ötre choisies arbitraire- 
ment. Les transformations appartenant & deux formes adjointes fixes, qui sont egales 
entre elles forment un groupe. On trouve encore quelques autres fagons pour obtenir 
des transformations du type (1). — En exprimant x et y; comme fonctions de 0, &,n; 
et en €liminant oe on obtient un systeme de deux &quations entre les 6 variables 
E, ni 2, yi: Qr(E, N, Na; % Yı, Y) — 0. Ces &quations definissent une correspondance 
entre l’espace S(z,%;) et I(&,n,), de sorte qu’& un point general de !’un de ces 
espaces corresponde une courbe dans l’autre. A partir du systeme &;— 0 on peut 
retrouver la transformation (1), si l’on suppose la forme ds connue. D’autre part 
Q;,=0 peut definir une transformation de contact de rang 1. L’au. montre que 
chaque transformation (1), sauf les transformations singulieres, peut &tre engendree 
par une transformation de contact de rang 1. La theorie est Eclairee par quelques 
exemples. J. Haantjes (Amsterdam). 
Germay, R.-H.-J.: Sur les systemes completement integrables d’&quations aux 
difförentielles totales. (Liege, 17.—22. VII. 1939.) ©. R. Congr. Sci. Math. 75—78 
1939). 
ne handelt sich um einen Eindeutigkeitssatz für die Existenz eines Integralsystems 


n 
eines vollständig integrablen Pfaffschen Systems dz, — I 489 2. %n3,245 >= 2m) 42%; 
k=1 


i=1,2,..., m, mit (an einer regulären Stelle der Koeffizienten) vorgeschriebenen An- 
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R Ns 
fangswerten. Die Beweisführung beschränkt sich auf die Bereiche |y - 4|<5» 


(k=1,2,...,n), worin r* den gemeinsamen Konvergenzradius der Entwicklungen 
um die Stellen 2°,..., x bedeutet. Dabei wird das Verschwinden der bilinearen 
Kovarianten des Systems benutzt, da das System ja nach Voraussetzung vollständig 
integrabel ist. Das Ergebnis stellt eine Verallgemeinerung eines Picardschen Satzes 
dar und gewinnt auch für reelle Veränderliche und Koeffizienten Bedeutung (vgl. 
E. Picard, Trait& d’Analyse t. II, 2° &d., chap. XI, $ 27, pp. 358—359). M. Pinl. 

Mitrinovitch, Dragoslav $S.: Remarque sur certaines &quations aux derivees par- 
tielles. Atti Ist. Veneto Sci. etc. 99, 357—360 (1940). 

Es handelt sich um die Bemerkung, daß die mit beliebigen Konstanten C; 
(=1,...,n +1) gebildeten Gleichungen F; = (;, Ö(C,,.. ., On+1) = 0, wobei die F; 
Funktionen von &,, ..., &n5 25 Pıs -- -» ?n bedeuten, ein vollständiges Integral der 
partiellen Differentialgleichung ®(F,,...,Fa41) =0 ( = 02/0x,) darstellen, wenn 
das Gleichungssystem F,; = (; involutorisch ist. Eine weitere ähnliche Bemerkung 
bezieht sich auf den Fall, daß : die Werte 1,..., rn annimmt. O. Boruvka (Brünn). 

Picone, Mauro: Vedute unitarie sul ealeolo delle soluzioni delle equazioni alle deri- 
vate parziali della fisiea-matematica. (I. Convegno di Matematica Applicata, Roma, 
4. VI. 1936.) Questioni mat. appl. 1—36 (1939). 

Ein klassisches Verfahren zur Lösung der in der Überschrift genannten Aufgaben 
besteht darin, sie in ein Gefüge von Integralgleichungen erster, zweiter oder dritter 
Art überzuführen; weil man aber deren Kerne meist nicht ermitteln kann, eignet es 
sich nicht zum wirklich zahlenmäßigen Rechnen. Um dieses zu ermöglichen, weist 
Verf. hier bei linearen Differentialgleichungen einen andern Weg, den man in der von 
ihm geleiteten Forschungsstätte für die Anwendungen der höheren Rechnung (Istituto 
per le Applicazioni del Calcolo) beschritten hat. Seine Beschwerlichkeit besteht in der 
Auflösung linearer Gleichungen, deren Zahl mit dem Grade der Annäherung rasch 
ansteigt (ihrer dreißig und mehr meistert die genannte Arbeitsgemeinschaft schon 
heute). Verf. führt die Aufgabe auf ein Gefüge Fischer-Rieszscher Integralgleichungen 
zurück von der Gestalt ei 
(1) > [F«PJU(P)daP,= « Belerh 

= Te 

Darin ist 7, der r;-stufige Spielraum des Punktes P;; F,, F,, .. . bilden eine gegebene 
Folge n-stufiger Hilbertscher, d.h. solcher Vektoren, deren k-te Bestimmungszahl 
(k=]1,...,n) eine reelle oder komplexe Funktion von P; mit einer über 7, inte- 
grierbaren Norm ist. U ist der gesuchte, gleichfalls Hilbertsche Vektor, c, eine Folge 
gegebener Festwerte. Verf. gibt kennzeichnende Bedingungen der Auflösbarkeit von (1) 
nach U an. Auf (1) läßt sich ein allgemeineres Gefüge & von Integralgleichungen 
zurückführen, in dem zu den linken Seiten von (1) noch die inneren Produkte von m 
unbekannten Festwerten y, mit bekannten a,, (l=1,...,m) treten. In die Gestalt & 
aber kann man eine neue Gattung von Integralgleichungen bringen, die aus den Haupt- 
arten von Differentialgleichungen der Physik mit Hilfe wohlbekannter Kerne ent- 
stehen; sie lauten z. B. bei drei in (0,1) veränderlichen Unabhängigen x, y, 2 


UCH A Mm il 1 
(2) PA Wet ara) urlR)+ [ birlz, Suudasl +2 | [oıt@, Dusı(z, HaE 
= = 0 =1[0 


aba N, 11 & 
2 Grl@, &, N)usı(E, Das) +2, Ahylz, &, n)usr(®, &,n)dedn 
=1(00 
3 en 


+ las > N; )usr(E, N; Hasanat| — et (x) (h = 1, er 9))- 


Die Unbekannten sind n, Festwerte u. (&=]1,...,n,), n, Funktionen u, p(x) von z 
allein (#=1,...,n,), nz Funktionen ug, von x und y (u=1,...,n,) und n, Funk- 
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tionen ug, von z,yundz(=]1,...,n,); a,b,c,d,e sind gegebene Funktionen. Zu 
diesen p, nur die Veränderliche x enthaltenden Gleichungen kommen p, weitere in 
den Veränderlichen x und y, und ?, Gleichungen in x, y und 2. — Beispiele: Die Glei- 
chungen des elastischen Gleichgewichts eines auf einen Würfel Q von der Kanten- 
länge 1 umkehrbar eindeutig abbildbaren Körpers C lassen sich in die Form (2) 
überführen. Dazu dient die mit Hilfe der Burkhardtschen Funktion 


Bo) 2a Ne 2: Gas) se N, Zei 


zustande kommende Darstellung einer Funktion f(x, y,z) in Q mittels ihrer Werte in 
den Ecken, ihrer „vollständigen zweiten Ableitungen“ 0%//0 x?0y202? auf den Kanten, 
den Seitenflächen und im Inneren von Q. Stellt man so die Verrückung dar und geht 
damit in die elastischen Gleichungen ein, so erhält man gerade ein Gefüge von Integral- 
gleichungen der Gestalt (2),... Verf. erweitert das Beispiel auf den Fall, daß C sich 
bewegt. In ähnlicher Weise bearbeitet er die Aufgabe eines elastisch gedrückten 
Quaders. Um die Anwendbarkeit des Verfahrens auch auf Differentialgleichungen 
höherer Ordnung darzutun, behandelt Verf. noch das Gleichgewicht einer rauten- 
förmigen Platte, die, längs zweier Seiten eingespannt, längs der beiden anderen frei, 
dem Drucke einer zu ihr senkrechten Last ausgesetzt ist. Koschmieder (Graz). 


yee+. 


Faedo, Sandro: Contributo alla sistemazione teorica del metodo variazionale per 
Panalisi dei problemi di propagazione. Ann. Scuola norm. super. Pisa, II. s. 10, 139—152 
(1941). 

Il est question de la methode variationelle de M. Picone (ce Zbl. 16, 176) pour 
integration des &quations differentielles aux derivees partielles. Cette m&thode, em- 
ployee la premiere fois par Picone pour etudier les vibrations d’un corps &lastique 
et par laquelle on a obtenu, aussi pour d’autres problemes, des r&sultats bien approches, 
se reduit & construire une succession de fonctions (les approximations yi@mes), qui, 
dans l’hypothese que le probleme ait une solution, satisfont aux equations avec un erreur 
quadratique moyen qui s’annulle pour » — oo. Par la möthode directe de L. Tonelli, 
B. Mania (ce Zbl. 23, 137) a donn& une premiere contribution & la theorie, lorsqu’on 
etudie le phenomene dans un intervalle fini de temps —. Dans le Memoire en examen 
l’A. considere un intervalle infini: ce cas est tres interessant et plus difficile parce 
que l’approximation vl®me n’existe pas toujours. La demonstration de l’existence d’une 
telle approximation se r&duit & celle de l’existence du minimum d’un integrale du type 


I: ie Ba 0,0,0(0,..,0,0),0(0),...,0,(0)dt. 
ö 


Le resultat plus important que l’A. a &tabli, en employant un procede du relateur (ce 
Zbl. 24, 44), est le suivant: Pour qu’il existe l’approximation vi®me en moyenne il faut 
et il suffit qu’il y a au moins n fonctions (ft), . . ., @„(t), absolument continues avec 
ses derivees du premier ordre en chaque intervalle fini (0, 7), telles que @;(0) = 0, 
;(0) = 0, et que l’int£grale I soit finie. — L’A. donne aussi des conditions suffisantes 
pour l’existence de l’approximation en moyenne. De plus il &tablit les &quations de 
Euler et v£erifie que ces &quations sont compatibles avec les conditions aux limites. 
S. Cinquini (Pavia). 
Picone, Mauro: Nota al precedente lavoro. Ann. Scuola norm. super. Pisa, II. s. 10, 
153—155 (1941). 
Par cette remarque ]’A. releve l’interet du Memoire de 8. Faedo (cf. le travail 
pröcedent), duquel suit ce theor&me general: Soient At), pt), gi), O=t< +) des 
fonctions röelles et continues avec O(t) + 0. Alors, si g?0?:p? est sommable en (0, oo), 
V’equation . + - - . — p?y=0 a toujours une So kun y= y(t) qui satisfait & 
la condition y(0) = 0, et pour laquelle (9py)? et (0 =) sont sommables dans V’inter- 
valle (0, oo). S. Cinquini (Pavia). 
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Carslaw, H. $., and J. C. Jaeger: Some two-dimensional problems in conduetion 
of heat with eireular symmetry. Proc. London Math. Soc., II. s. 46, 361—388 (1940). 
Verff. behandeln Aufgaben der in der Überschrift genannten Art mit Hilfe der 
Laplaceschen Abbildung. Sie legen Nachdruck auf den Nachweis, daß das von y — © 
bis y + i00 erstreckte, die Temperatur v darstellende Integral, das man aus der Lösung 
der Bildgleichung durch die komplexe Umkehrformel erhält, die ursprüngliche Diffe- 
rentialgleichung und die Randbedingungen wirklich befriedigt. Dabei verlegt man 
zweckmäßig die Integration erst auf einen andern Weg Z’. Die Reihe der nun folgenden 
Beispiele eröffnen zwei geläufige Aufgaben: 1) Wärmeleitung im Innern einer Kreis- 
walze r=a. Randbedingung (R.B.): v|”* =», fest; Anfangsbedingung (A. B.): 
»=°=0(0=r<a). Das umkehrende Integral 
y-+tioo Bar 
De v2)! feitlIkur)/Io(wa)] dAli, = Y(Alx) 
y-ı-o 
(x Leitfähigkeit) verwandeln Verff. in ein Umrißintegral; die Residuen seines Inte- 
granden sind die Glieder der bekannten Lösungsreihe 


= nl1+ 2a I {exp mi}. 


s=1 

in der über die positiven Nullstellen der Besselschen Funktion J,(&«) summiert wird. — 
Der Weg L’ beginnt hier im Unendlichen in der Richtungarg = — 3 —- ß ((<ß<!m), 
läßt alle Pole des Integranden zur Linken und endet in der Richtung $3r + ß. — 
3) Äußeres der Walzer =a; R.B.: v®=w,,A.B.: v=%=0(r>a). — Weitere 
Beispiele: 3) Aufg.1) mit Strahlung am Mantel als R.B.; A.B.: v[=""=v,. — 
4) Aufg. 2) mit R.- und A. B. wie unter 3). — 5) Hohlwalzea <r <b. R.B.: Tempe- 
ratur an beiden Mänteln gegeben. A. B.: v'=°=0. Abwandlungen der R. B.: Strah- 
lung an einem oder an beiden Mänteln. — 6) Die Aufg. 1) mit der R. B.: v[’=*—=0; 
im Augenblicke t=0 eine längs der Walzenachse auftretende Quellenwirkung von 
der Stärke 1. Abwandlung der R. B.: Mantel wärmeundurchlässig oder strahlend. — 
7) Die A. B. des Beisp. 6) ändert sich dahin, daß im Augenblick t = O0 an der Walzen- 
fläche » = r’ eine Quellenwirkung von der Stärke Q auftritt. Abwandlungen der R.B. 
wie unter 6). — 8) Äußeres der Walze r=a: A.B. wie unter 7); R.B. oje —(Ü 
Ferner Abwandlungen der R. B. wie unter 6). — 9) Die Hohlwalze 5); R.B.:v—=0 
an beiden Mänteln. A. B. wie unter 7). Abwandlungen wie unter 5). — Die Beisp. 7), 
8), 9) gestatten es, die allgemeinere R. B. v '*" = f(r) durch eine Integration zu er- 
füllen. Koschmieder (Graz). 

Galin, L. A.: Solution of boundary problems of theory of elastieity by method of 
interpolation. Appl. Math. a. Mech., N. s. 3, Nr 4, 163—170 u. engl. Zusammenfassung 
171—172 (1939) [Russisch]. 

Das Problem, eine Funktion 9 zu bestimmen, die eine Gleichung der Form Ap = c 
oder AAp = f(r, 6) erfüllt und in den diskreten Punkten (r„, 0.) (m=1,2,..., 2) 
gegebenen Randbedingungen genügt, wird durch Konstruktion eines Interpolations- 
polynoms gelöst, das aus Ausdrücken der Form rei? — r„eiPm zusammengesetzt ist. 
Die Methode wird auf eine Reihe von speziellen Aufgaben angewendet, wie die Torsion 
eines prismatischen Balkens, die Biegung einer Platte, die ebene Aufgabe der Ela- 
stizitätstheorie. Höffding (Berlin). 

Vecoua, Elias: Allgemeine Darstellung der Lösungen elliptischer Differential- 
gleichungen in einem mehrfach zusammenhängenden Gebiet. Mitt. Georg. Abt. Akad. 
Wiss. USSR 1, 329—334 (1940). 

Verf. dehnt seine Theorie der komplexen Darstellung der Lösungen elliptischer 
Differentialgleichungen mit analytischen Koeffizienten auf den Fall nicht einfach zu- 
sammenhängender Bereiche aus. Beim einfach zusammenhängenden Bereich bestand 
eine eineindeutige Zuordnung zwischen den Lösungen u(z) und den im Bereich regu- 
lären Funktionen (2), die einen in einem festen Punkte, verschwindenden Imaginärteil 
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haben, vermöge der Darstellung , 


(1) u(2) = Rlalz) + [Be DP(YaZ], 


zZ 
(2) pl) = ul, 2) + [AL zul, 2A — Yulz,, 2). 
20 
Verf. zeigt, daß die letzte Funktion, die sicher in einer Umgebung von z, existiert, 
im ganzen mehrfach zusammenhängenden Bereiche fortgesetzt werden kann, und daß 


wieder eine Darstellung (1) gilt, wo @(z) von der Form o(z) = f(z) ILss 9x(2) lg(z — a) 
k=1 


ist; f(z) ist beliebig regulär im Gebiet. Die g,(z) sind in bestimmter Weise an f(z) 
gebunden, a; sind beliebige Punkte der von den inneren Randkurven begrenzten 
Gebiete. Tautz (Breslau). 


Rapoport, J.: Sur la stabilit@ dans le probleme inverse de la th&orie du potentiel. 
C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 31, 302—304 (1941). 

V sei äußeres Potential einer Massenverteilung konstanter Dichte u auf einem 
in bezug auf den Anfangspunkt O konvexen Gebiet @, o* eine glatte Fläche, welche 
die Singularitäten von @ enthält und ebenfalls ein in bezug auf O konvexes Gebiet 
begrenzt. @* sei ein Gebiet innerhalb o* und V* das Potential einer Massenverteilung 
auf @ von konstanter Dichte «. Ist 7 der Inhalt der Differenz von@ + G* und @ - @*, 


: 1 © 
und wird W = z E (V-V* —r EN V — V*)] gesetzt, so beweist Verf. die Abschätzung 
0) 
T<C I | ee 


Die Konstante C hängt nur von der Form der Fläche o* ab. Tautz. 

Martin, Robert S.: Minimal positive harmonie funetions. Trans. Amer. Math. Soc. 
49, 137—172 (1941). 

Unter einer positiven harmonischen Minimalfunktion in einem Bereiche wird eine 
solche positive harmonische Funktion verstanden, welche keine von ihr linear unab- 
hängige positive harmonische Funktion im ganzen Bereiche übertrifft. Ist 8 ein be- 
liebiger Raumpunkt, für den OS =1 ist, so stellt F($S,P)=(1 — OP?) SP? eine 
positive harmonische Minimalfunktion im Kugelbereiche OP <1 dar; einer jeden 
positiven harmonischen Funktion u im Kugelbereich entspricht bekanntlich eine ein- 
deutig bestimmte positive Massenverteilung w(e) auf der Kugeloberfläche, für welche 
u(P) za P)du(es) gilt, und umgekehrt, d. h. die positiven harmonischen 


0S=1 
Funktionen im Kugelbereiche lassen sich als positive Linearkombinationen (im Sinne 


eines Stieltjesschen Integrals) aus einer Familie von positiven harmonischen (vom Para- 
meterpunkt S abhängenden) Minimalfunktionen gewinnen. Der Grundgedanke des 
Verf. ist nun, eine derartige Darstellung mittels einer geeignet definierten Familie von 
positiven harmonischen Minimalfunktionen für beliebige Bereiche D zu erhalten. 
Die Rolle der Funktion F(S, P) wird dann von den Grenzwerten der Funktion 
K(M, P) =G6(M, P)/G(M, P,) gespielt bei gegen einen Randpunkt S strebendem M, 
wobei @(M, P) die Greensche Funktion ist und P, einen festen (sonst beliebigen) Punkt 
in D bezeichnet. Der Grenzwert braucht aber nicht immer zu existieren; es liegt dann 
nahe, den Randpunkt S durch ‚ideale Randelemente‘‘ 5 zu ersetzen, deren jedes einem 


bestimmten Grenzwert K (5, P) von K(M, P) für eine ausgesonderte, gegen 5 kon- 
vergierende Punktfolge M,„ eineindeutig zugeordnet wird, wobei mehrere ideale Rand- 


elemente $8 einem einzigen Randpunkt S entsprechen können. Der Bereich D kann 
also durch Hinzufügung sämtlicher idealen Randelemente zu einer abstrakten Punkt- 


menge D ergänzt werden; definiert man als Abstand zweier Punkte M, M’ von D 


do. 
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das Raumintegral I|X(M, PJ—K(MY,P)| _ 


1+|K(M, P)— K(M’, P)| 2, 
P2 


o(M, M’) == 


wobei X eine beliebig gewählte feste Kugel in D bezeichnet, so läßt sich beweisen, 


daß D zu einem vollständigen kompakten metrischen Raum wird, in welchem KX(M, P) 
bei gegebenem P eine für M + P stetige Funktion von M darstellt, während für 
die in D enthaltenen Mengen Borelmeßbarkeit im Sinne der eingeführten Metrik 
und gewöhnliche Borelmeßbarkeit gleichbedeutend sind. Diese Vorbereitungen ge- 
statten es, zum Hauptergebnis der Arbeit zu gelangen: einer beliebigen positiven har- 
monischen Funktion u(P) in D kann eine positive Massenverteilung w(e) auf der 
Menge A der idealen Randelemente S von D zugeordnet werden, mittels welcher u(P) 


in der Form f K(S, P)du(ez) darstellbar ist. Die additive Mengenfunktion w(e) ist 
r) 


allerdings im allgemeinen nicht, wie im Sonderfall eines Kugelbereiches, eindeutig be- 
stimmt; dennoch wird durch passende Definition einer „kanonischen Darstellung‘ der 
genannten Art die Eineindeutigkeit der Zuordnung zwischen positiven harmonischen 
Funktionen in D und Darstellungen als Linearkombinationen von positiven harmo- 
nischen Minimalfunktionen wiederhergestellt. Ein Beispiel zeigt zum Schluß, daß 
mehrere Darstellungen für die positiven harmonischen Funktionen in einem dem Kugel- 
bereich topologisch äquivalenten Bereiche tatsächlich vorkommen können, was die 
Einführung der genannten kanonischen Darstellungen rechtfertigt; ein weiteres Bei- 
spiel zeigt, daß einem einzigen Randpunkt ein Kontinuum von idealen Randelementen 
entsprechen kann. Aus dem letzten Beispiel ergibt sich außerdem die Unmöglichkeit, 
die oben eingeführten idealen Randelemente in rein topologischer Weise, so wie die 
Carath&odoryschen Primenden zu definieren. @. Cimmino (Bologna). 


Variationsrechnung: 


MeShane, E. J.: On the second variation in certain anormal problems of the ealeulus 
of variations. Amer. J. Math. 63, 516--530 (1941). 
In einer früheren Arbeit [Amer. J. Math. 61, 809—819 (1939); dies. Zbl. 22, 234] 


%, 
zeigte Verf.: Wenn eine Kurve y; = y;(x) dem Integral L f(x, y, y')dx ein starkes rela- 


= 
tives Minimum erteilt in der Klasse der Kurven, die gewissen Differentialgleichungen 
Pa(z, y, y') = 0 und gewissen Endbedingungen genügen, so existieren Multiplikatoren 
),=0,A.(z) so, daß für die Kombination A,f + As, die Du Bois-Reymondschen 
Gleichungen, die Transversalitätsbedingung, die Weierstraß-Bedingung und die Olebsch- 
Bedingung sämtlich erfüllt sind. In der vorliegenden Note soll die Möglichkeit unter- 
sucht werden, die Multiplikatoren in solcher Weise zu wählen, daß auch die vierte 
notwendige (Jacobische oder Mayersche) Bedingung erfüllt ist, daß nämlich die zweite 
Variation nichtnegativ ist. Die hier erreichten Resultate sind, im Gegensatz zur 
vorigen Arbeit, nicht frei von Normalitätsannahmen. Für die Anomalitätsordnung O0 
oder 1 wird diese Wahl als möglich erwiesen, wenn dagegen die Anomalitätsordnung 1 
übersteigt, braucht es keinen Satz von Multiplikatoren zu geben, mit dem die zweite 
Variation nichtnegativ wird. Bei Problemen mit einer einzigen Differentialgleichung 
P« = kann die Anomalitätsordnung nicht 1 übersteigen; für solche Probleme kann 
man mit Recht jetzt die Theorie als ebenso vollständig entwickelt ansehen wie die 
Theorie freier Probleme. E. Hölder (Braunschweig). 

Giuliano, Landolino: Osservazioni sopra aleuni teoremi di semieontinuitä degli 
integrali doppi. Ann. Scuola norm. super. Pisa, II. s. 10, 115-122 (1941). 

Il s’agit de quelques extensions des th&oremes de L. Tonelli (Acta math. 53, 
325—346 (1929)] et de L. Amerio (ce Zbl. 24, 327). Entre les rösultats atteints par 
’A. on trouve le suivant: Soit D un domaine ouvert et born& et soit / o(2) une inte- 
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grale quasi-reguliere positive relative au domaine D et & la fonction ty, 2, 9,9). 
On suppose que: a) f(x, y,2,p,g) soit finie et continue avec las las Toaslays b) ıl y.aıt 
deux fonctions integrables 9, (x, Y), 9,(, y), avec @, bornee, de sort que pour chaque 
(z, y) de D et pour tous les z, p, q soit f(z, y,,9,)>9,(%,y) + 29,(x, y). — Dans 
ces hypotheses l’integrale Ip(z) est semi-continue införieurement dans la classe des 
fonctions 2(z, y) absolument continues et integrables en D pour lesquelles /p(z) est 
finie. S. Cinquini (Pavia). 

Sölyi, Anton: Das Haarsche Lemma in der Variationstheorie und seine Anwendungen. 
Mat. fiz. Lap. 48, 285—310 u. dtsch. Zusammenfassung 311 (1941) [Ungarisch]. 

Das Haarsche Lemma besagt bekanntlich: Verschwindet 


I ItwE + ut, + v&,}dedy 
B 


für alle auf dem Rand von B verschwindenden, im Innern beschränkt ableitbaren 

&(z, y) bei gegebenen stetigen u(z, y), v(z, Y), w(z, y), so existieren drei mit den nötigen 

Ableitungen versehene Funktionen U(z, y), V(z, y), W(x, y) derart, daß in B überall 
u=U,, v=V,, w=—-MW. U+V/+W=0 

gilt. Dieses Lemma und seine Umkehrung beweist Verf. nach neuer Methode für den 

n-dimensionalen Fall und formt es vektoranalytisch um: Aus 


[we + v- grad£}dV = 0 
B 


folgt unter obigen Bedingungen für jedes Gebiet TC B und seine Berandung $ die 
Identität [war = [ondS. 
u 8 


Diese Umformung wird zu knapperen Beweisen klassischer Sätze bei Aufgaben mit 
variablen Begrenzungen und der Jacobischen Theorie der zweiten Variation heran- 


gezogen. Ist insbesondere das Variationsproblem 


ö 
ölttz,, 2 25 Ds Dr)daı ed, —= 0 m = 5. 


2 
elliptisch, d.h. > in Yyk=mYY;, m positive Konstante, und / in allen Argu- 
i k 


menten analytisch, so zeigt Verf.: Genügt die Lösung z(z,,..., %„) einer Lipschitz- 
Bedingung, so existieren fast überall die 2. Ableitungen und sind quadratisch inte- 
grierbar; hängt f von z, p,,-- -, ?%n Speziell quadratisch ab, so ist z sogar analytisch. 
Harald Geppert (Berlin). 

Päquet, P.-V.: Sur la r&duetion de la variation complete d’une integrale n-uple & 
eelle d’une integrale (rn — 1)-uple. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 26, 314—326 (1941). 

Verf. betrachtet die Variation ö/„/ört des Grundintegrals 
72 = (Fe, ande heil... no=l...miyg —dyjor), 

(n) 

wo (n) ein Gebiet des Raumes der n Unabhängigen z° bedeutet; von ihnen und der 
Variationsveränderlichen 7 hängen die m Funktionen y* ab. Die vom Verf. aufgestellte 
Formel lautet: n 


=) 
m —— 2 
5J, ä N 
() 3: = [ar [ze we LO 
‘“=1 
il zo) ma er x) Fa 
— öF dFXr > 
+0 DI ze ED) +} [ar a) as 
(nZay r-1 2 2 


mit folgendem Sinn der Zeichen: x%,, «4, sind die äußersten Werte von 2” in (n); 
(n — 1)’ ist das (n — 1)-stufige Gebiet in (n), das durch einen Schnitt mit festem x" 


zustande kommt. F ist die Funktion, die aus F hervorgeht, wenn man in F die Ab- 
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leitung y* durch eine neue Funktion 4%" ersetzt. Ferner ist 
i & 2 ,% N 
)= dat... da!datt!... dar; 

(n — 2)’ ist der Rand von (n — 1)’. (1) setzt die Variation von Jy in Beziehung zur 
Variation des über (n — 1)’ erstreckten Integrals von F. Beim Werte n = 4 ist die 
Formel (1) mit «!=x, 2? = y, 2? =z, x? = t auch physikalisch dadurch bedeutsam, 
daß sie raumzeitliches Geschehen nach Raum (z, y, 2) und Zeit (t) aufspaltet. — Verf. 
dehnt (1) auf den Fall aus, daß in der Grundfunktion auch höhere Ableitungen auf- 
treten. Koschmieder (Graz). 

Ritter, I. F.: Solution of Schwarz’ problem concerning minimal surfaces. Rev. 
Univ. Nac. Tucuman, Ser. A: Mat. 1, 49—62 (1940). 

Das Schwarzsche Problem, eine einfach zusammenhängende Minimalfläche zu 
bestimmen, die von einer abwechselnd aus Strecken und (von der Fläche orthogonal 
geschnittenen) Ebenen gebildeten Kette begrenzt ist, wird hier dahin verallgemeinert, 
daß an Stelle der Strecken Jordanbögen genommen werden; die Ebenen bleiben. Das 
Lösungsverfahren ist eine Kombination der Courantschen Methode für das Plateausche 
Problem mit dem Spiegelungsprinzip. Die Möglichkeit des Zerfalls der Fläche ist aus- 
zuschließen durch eine Voraussetzung d << d, + d, über die untere Grenze d des Diri- 
chletschen Integrals einer von der ganzen Kette begrenzten Vergleichsfläche sowie die 
Summe d, + d, der unteren Grenzen bei einem Zerfall. E. Hölder. 

Courant, R.: On a generalized form of Plateau’s problem. Trans. Amer. Math. Soc. 
50, 40—47 (1941). 

Das Plateausche Problem I wird hier verallgemeinert zu einem Problem II: Für 
das Dirichletsche Integral gelten als zulässig Ortsvektoren (u, v)=r(r, 0) der Klasse D’ 
im Einheitskreis B + C mit der gegebenen Jordankurve /’im x-Raum als Rand — 
in dem Sinne, daß bei festem, genügend nahe bei 1 liegendem r die Kurve r(r, 0) in Z" 
durch eine stetige Deformation überführbar ist, die in einer beliebig kleinen Nach- 
barschaft von J’ ausgeführt werden kann. Demgegenüber war beim Problem I r durch 
die Annahme der Stetigkeit von rin B+ C und durch die Monotonie der Abbildung 
C—T beschränkt. Für die untere Grenze d; bzw. dır (<d;}) des Dirichletschen 
Integrals, also die kleinste Oberfläche, beweist Verf. gleichwohl d;=djır. Die 
Lösung von II gelingt auf Grund des vom Verf. in Verbindung mit freien Grenzen 
angewandten Verfahrens durch eine allgemeine Deformationsmethode und ein Theorem 
der konformen Abbildung. E. Hölder (Braunschweig). 


Integralgleichungen: 

Lieblein, Viktor: Über einen vierfachen Integrator. Mh. Math. Phys. 50, 128—141 
(1941). 

Soit P(x) une fonction integrable sur l’intervalle 0, 1; soit ®(x) celle des primitives 
d’ordre 4 de p(x) qui verifie les conditions limites D(0) = B(1) = ®’(0) = ®(N)=0; 
!’Auteur £tablit la formule (d’ailleurs classique en Resistance des materiaux, dans la 


1 
theorie des poutres doublement encastrees) ®(x) — f K (x, u)p(u)du ou 
ö 


(x — u)? 2 — u? 
ET eu + uw + Gel, 
& cet elfet il applique a ®(zx), en O puis en 1, la formule de Taylor, dont il &crit le reste 
sous une forme adequate. — Puis l’Auteur d&termine les valeurs propres et les fonc- 
tions propres du noyau K; ce sont 


Kie,u)= ae z een 


: 5 Cojk — k 5 
A= ki, ola) = (Einkx — sinke) a — Cojkx + coskz 


ou % parcourt les racines positives de l’&quation en an Tang. Jean Leray. 


